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Xi ∼ Xi + nαei
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	��*3�	��"�T���*���"�y#Q���"�u�" O8����	������O�J$
_S�����C�*����?C��#P�" N)J$9e 5 $76�=�hK	��*3�e 5 $76�G�h�AO���*�'HJ	��C�J	�)�����}��������p#2}����9	��xH0���6�%8�c	��������]��#

g = (θ, nαeα)8�*3���/	���	���������I	���}U�>�"��8?��������:���O�
h = (θh, mαeα)

}O������3)

h g h−1 = (θh, mαeα) (θ, nαeα) (θ−1
h , −mαθ−1

h eα)

= (θ, nαθheα + (
� − θ)mαeα) .

e 5 $ 5 ;Oh

[\�c8*)�A���*�gH0���6�%8�c	�H�}UH���	�)I)ue 5 $ 5 ?�h\��#n	������*���I	��^)�?9	�H0�T�>�"��8?��������:���O�
g
�=�0H0���:�0)

[g] = {(θ, nαθheα + (
� − θ)mαeα) | θ, θh ∈ P} .

e 5 $ 5 =�h
Yb�\��)E���N��3���c�a���9	��\���*���"�g	��"�T)"�������I	��{35���{���"���c�LH0���6�%8�c	�H�}]H���	�)")I�0)J$BY,�\��)\H0���c����������O�'�"�������c	����VJ�

���*��� ���c�"���b�x�:HJ	��"�����������0)�Hn	�h
θ =

� 	��*3U��h
θ 6= � $![\�*�(H0���6�%8�c	�H�}UH���	�)")"�0)\��#|���*�(#Q�����:���\HJ	�)I�

H0���q?=�>)"�L���*�L)I��+,HJ	������03 ������ �%�� 	 � �"	2*! 1���AO3���*���"�03
U
$B[\�*�>)"�L��#{���*�/)"�0H0���*3CHJ	�)"�'H0���*)�������8�"�/���*�/���

�:���"� �� � �9 	 � �"	2*! 1����yA|3���*���"�03
Tk,`
A{3��?=���*35����4�������*���c8�u�=���u��#K�*���O�������O��	��

θ
)(	J��	�����	�����>$`[\�*�

�������>����	��*31�:�J	������F��#-���*�
�I	���)��(� �� � �9 	 �g	��*3 �� �%�� 	 �
�a�����P�@�
H���	����:99�03����4)"�0H�������� 5 $@?5$
.(������H0�:���9	��g���*�F�������:���c�")���#a���*�q8�c�b�a��)��"�03 )I�0H��"����	��"�:�%8*)��
��	�������H0�:���I	��*)"��	��������*)JA

(
�
, nαeα)

$
[\�*�gH0�����"�0)�?=���*35����CH0���6�%8�c	�H�}1H���	�)")"�0)JA*	�H0H0���"35����F�"�q�" �$|e 5 $ 5 =�h0A*	�H" c8���"�
���*�������*�(#2�����

[(
�
, nαeα)] = {( � , nαθheα) | θh ∈ P} .

e 5 $ 5 G�h
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�-�����c�'�>�"��8?
P

G����|	�������H0�
Γ

[P�a��)"�L���0H��"���
vB

3 SU(3)3 1
3(0, 1, 1, −2)B

4 SU(4)2

SO(5) × SU(4) × SU(2) 1
4(0, 1, 1, −2)

SO(5)2 × SU(2)2B
6
+,Y

G2
2 × SU(3) 1

6(0, 1, 1, −2)B
6
+,Y"Y

G2 × SU(3) × SU(2)2 1
6(0, 1, 2, −3)

SU(6) × SU(2) 1
6(0, 2, 1, −3)

SU(3) × SO(8)

SU(3) × SO(7) × SU(2)B
7 SU(7) 1

7(0, 1, 2, −3)B
8
+,Y

SO(9) × SO(5) 1
8(0, 1, −3, 2)B

8
+,Y"Y

SO(10) × SU(2) 1
8(0, 1, 3, −4)

SO(9) × SU(2)2B
12
+,Y

E6
1
12(0, 1, −5, 4)

F4 × SU(3)B
12
+,Y"Y

F4 × SU(2)2 1
12(0, 1, 5, −6)

��= B/J�#��I'�% (��*A �&��363���B/J�#X3$� ��� AI���&#7"3���; 7�=�J">0!$DI3�56=�J�J�; � ! =�.":/��>MJ = 5�56��>0#3�� �!����= 7"A954E*� 345 
<#>@5$; ! 3�H�; !��
N; !6B/�8H�; J A/30'$� :/# ; ! AI#0!M;�HZ56:/# 3$�/B/J = 5$5$� >@#�3 ��7 #=<> :

Γ
>0; ��7">@� AI#�3 E*�85$:C5$:/# ; ! AI#0!M;�H 56:/# >0;��&.�; 7/#7<5 3

;�H�5$:/# >0; !6!$#�3�.�; 7"A/�87/� 54E*� 345 
 #�>256; !�'
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�\ �VY P �XO L/O�Y P	�

_<���9	0���C)"�0���;���<)"�0H�������� 5 $76����9	��g���*���*���"���"������H:)"��������1�9	�)
���c�������*)���H:���*�0���"������HJ	��xH0���*)����I	����O�")u���
���")`���0���:������} 	��*3 )"?@�0H�����8�4$�Y,�`��)u���*��� �9	���8�I	��x�"��� CN?=�0H���)"���:�:�"�" O8���"���:���c�")�#Q���u���*�F�*�0�03�03
?9	��I	��:���"���")/���4������p#2����34H0���q?9	�H����:99HJ	��������*)�$x[\�*�0)"�uH0���*)����I	����c�")L#Q	����{���O�"�:����"�0�gH���	�)")I�0)�H

• N = 1
k h k�� �

• S ↪→ G
���u�=�0335����FH0���*35���������*) �@	��*3

• �:�N358��	��L���c�>	�����	��*H0�>$

N = 1
8�� 8
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���*�0����}:HJ	�?9	�����(��#|3�0)"H����������*A
	��:����;�����*������������)JA!?�c}5)���H0)q	������J�m���*�����>���0)J$;6()��x�]�9	0���]�:���c�������*�03{Ax���*�0�������0)��a����� N > 1	��"�:�*���*HI����I	��L	��*3<���c8*)`8��"�J	�����)�����H>$��/� ���*�C�����*���`�9	��*3{A^�:�N3����)`�a�����7�*��)"8?@���")�}N�q�:������}<	��"�
?�*���*���:���*�������>��HJ	�����}k35��)%#t	0�����"�03k	�)u���*��} HJ	���*���:	��������O��	��"�])"���:�U��#L���*�F#o8�*3*	��:���O�I	��a?8V0V0���0)���#
���*�u)"�I	��*3*	��"34�:�N3���t$E[\�O8*)JA�	q�9	���8�I	��^?�*���*���:���*�������>��HJ	��B�"�" O8���"���:���c�/#2���'������p#Q����34�:�N3����)/��)L�"�
�9	0��� N = 1

k h k�� $K[\���)'HJ	��4�=�T�>89	��I	��c�"�0�03��c}4	���	�??�"��?����	��"�uHI�*����H0�u��#B���*�
?@�����O�L�>�"��8?
P
$



 6�_ � *"!"[ � Z * � � $ �$*NZ�� �$! � ! � ! � * � $ ! ` 4 � ��/

�-�����c�/�>�"��8?
P
[|�a��)��'���0H��"���

v1
[P�a��)"�L���0H��"���

v2B
2 ×

B
2

1
2(0, 1, 0, −1) 1

2 (0, 0, 1, −1)B
2 ×

B
4

1
2(0, 1, 0, −1) 1

4 (0, 0, 1, −1)B
3 ×

B
3

1
3(0, 1, 0, −1) 1

3 (0, 0, 1, −1)B
2 ×

B
6
+,Y 1

2(0, 1, 0, −1) 1
6 (0, 0, 1, −1)B

2 ×
B

6
+,YIY 1

2(0, 1, 0, −1) 1
6 (0, 1, 1, −2)B

4 ×
B

4
1
4(0, 1, 0, −1) 1

4 (0, 0, 1, −1)B
3 ×

B
6

1
3(0, 1, 0, −1) 1

6 (0, 0, 1, −1)B
6 ×

B
6

1
6(0, 1, 0, −1) 1

6 (0, 0, 1, −1)

��= B/J�# �/' �/( � E*� 3�5 
 #>@5$;<!63 H�; ! �
N × �

M
; !6B/�8H�; J A/3 J8#�= AI��7/� 5$; N = 1

'C+I� ��� AI���&#7"3���; 7�=�J[>@;!���
."= >@5$����>0=�5$��; 7 J�=�5�56��>0#3*>0= 7 B�# H�; �"7"A �87G# ' �"' � � � � � ���[)�3�## = J�3$; =�./.�#07�AI� ��� 1@'

Yb� 	��=������	�� ������p#Q����3)JA^���*�:?=�����c���>�"��8?7��)JA^���7�����*���I	��tA!	4)"8�*)"���u��#a���*�q#28���K�*�������*���`}<�>�"��8?
eo�t$ �>$U���*�:�>�"��8? ��#a�"���I	��������*)����7)��:C<35���:���*)������*) hyA

P ⊂ � (6) $1Yb�*)���)����������� N = 1
�"�0358*H0�0)`���*�

�*�������*���u}1�>�"��8?��"�
SU(3)
A*}N������35����:���*���"�y#Q���"�

P ⊂ SU(3) ⊂ � (6) .
e 5 $ 5 K>h

6/�����J�x�034?@�����O�L�>�"��8?*)'	��"�T���*�
H�}5H�����HT�>�"��8?*) B
N
A5�a�����

N = 3, 4, 6, 7, 8, 12
AP	��*3cB

N × B
M
AN�a�����

N, M = 2, 3, 4, 6
	��*3

M
	������c�"�������T�u8������?������#

N
$L6/)'�x��	��"��	��=��8�(�"�C)"�0�>A����'��8���*)T��8�'���9	��

���*�g)�?=�0H��:99H(#Q����� ��#-���*�T�b�a��)��
ϑ
��)'	���)"�qH0���*)����I	����*�03��c} N = 1

$
[^�1)����q?���p#o}����*�`�*���I	��������PAP���*��)"�:C�H0���q?9	�H��gH0�O���"35���9	��"�0)
��#E���*���"����8*)

Xi A i = 5, . . . , 10
AP	��"�

H0���c����������O����}�H0���u����*�03����c�"�q����"�0�uH0���q?��� C1H0�N���"35���9	��"�0)

Z1 =
1√
2

(
X5 + iX6

)
, Z2 =

1√
2

(
X7 + iX8

)
, Z3 =

1√
2

(
X9 + iX10

)
.

e 5 $ 5 >�h

Yb�:���*�L�����>�O�%+,H0���*�'�c	�8���>AO���*�'���*)"�����>	�����L)�?9	�H0�������:�(HJ	��:�=�a�"��?�"�0)"���O�"�03F�O}
Z0 = 1√

2

(
X3 + iX4

) $
R8�����*���JA^�x�C�a�����x	�)")�8�:�����*�:�"����8*)

T 6 �"�1�=���  *! 1���� �� �,3 	�A��:�t$ �>$C���gHJ	��<�@���a�������"��� 	�) T 6 =
T 2 ⊗ T 2 ⊗ T 2 $KYb�4���*�
�9	�)���)`e 5 $ 5 >�h�A���*�
�b�a��)��/��#n	 B

N
������p#2����3���)a���*����	�35��	������9	��

3 × 3
+t�C	������:C

��#B���*�T#2�����
ϑ = diag

(
e2πiv1

, e2πiv2
, e2πiv3

)
.

e 5 $ 5 T�h
�a�*���"�

v = (0, v1, v2, v3)
��)EHJ	������03C���*� �� �%�� � 	2*! 1��a	��*3CHJ	��������0)E���*�'#o8�������5#2�����C	��������U��#P���*�/?@�����O�

�>�"��8?z	�H��������P$�� [\�*�1	�H��������k��#L���*�F?@�����O���>�"��8?k��� ���*�FH0���q?��� C H0���q?9	�H��qH0�O���"35���9	��"�0)���)`���*���
�>�������4�O}

Za ϑ−→ exp{2πiva}Za, a = 1, 2, 3 ,
e 5 $@?�X�h

�a�*���"�
�E�gHJ	��4���*H���8*3�
���*�
�������N��	��^	�H�����������#B���*�
�b�a��)��'���1���*�g���*)"�����>	�����g)�?9	�H0�������:�g?��	��*�
Z0 $

Yb� N = 1
k h k�� ���*���"�/��)x�����}F���*�'�>�I	J�O�������*�$xfN�AO�x�/�*�0�03]�"�u3���"�����q���*�(�a�9	��\���*�L#Q����� ��#P���*�

�,�a��)"�(���0H��"���
�`8*)��T�@��)"�U	�)T�"�F���*)"8�"�`���9	��
�����}����*�`�>�I	J�O�������*�1)"8���O�����0)
	 #2�"���TH0���q?9	�H����:99HJ	��������P$
� � /0;)� � 2�?1'.3 ��%D%)2�%�� #&:  02&/0�	�*#&;)?�(� 02=/0�)�$# 7�( ;�(-(-% #=?�3�2<(!  0(-%$3���79(-?A@ 3� 0,�'.��(*' H�
)2&/�')(  >#&��?�3-4!3�(-( (�H �)H � �� 4 � � � H�� ��2�3�3���;$?�(

/0(-?1#= 0��2&% ;�(8 5 (-(-%B2=/0;$� � 2&?1')3�2�% � #&:8 02=/0���-#&;$?�( #&%$'�%$2&% � #&:8 02=/0���-#&;$?�( ?1#= � 0��:-(-3 5 #=3��)/03� :-2�%�$�(-:  0,)/0(*'B��% � � ��� H
� 
 %��

N ×
�

M

2=/0;$� � 2&?1')3-4$ 0�)(8/0(<��3 2�%$(I 5 ��3� 7�(-:8 02&/ � 2&/ (*#&:>��2��
 0�$(  562 ��2&��%  ��=/02�, �B��(-%)(8/>#= 02=/03-4
ϑ
#&%$'

ω
H
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a) SO(4) b) SU(3)

e1

e2

e1

e2

�
3

�
3

���8�<�/!$#��/' �"( � 54EF; � AI���&#7"3���; 7�=�J �
3
5$! =�7"3�H�; ! � = 56�8;<7 =<1�A/; #�3�7/;�5 =<>25 >0!$DI3�56=�J�J�; � ! =�.":/��>=�J�J8D ; 7956:/#

!$;-; 5MJ = 5�56��>0# ;�H
SO(4)

'�� 7G>@;<7 5$! = 3�5�� B�1 5$:/# !6; ; 5FJ = 5$5$� >@# ;�H
SU(3)

� 3 � =�./.�#AC5$;9� 5 3�#J H��/7"AI#! �
3
'

[\�*�q�"���5+,35���:���*)������9	��x�>�I	0�N�������*�4H0���c�I	����*�037���<���*�q)�8?=�����>�I	0�N���,}��u8������?�����Ue 5 $@T�hT��#\���*���*���"���"������H
)���������C)"?�����")a���c�"��#Q��8�a�>�I	0�N��������|���4#2��8�L35���:���*)������*)�H

∣∣∣ ± 1

2
; ±1

2
, ±1

2
, ±1

2

〉
R
⊗ α̃ν

−1

∣∣∣ 0
〉

L
,
������� � ��#

+
)����>�*)

.
e 5 $@?36�h

[\�*�Q9*�")��LH0���q?=���*���c�(��#-���*�T�����>�O�%+t�:�J�����(?�"�J�N��3�0)L�=������H"����I	����������0)L#2���a���*�g�>�I	0�N��������t$K�(8*�T�"�����*�
H0���q?9	�H����:99HJ	��������PAN���*�\��	�)��!����"�0�LH0���q?=���*���c�")E	��"�\���c�"�����9	��9���*35��H0�0)K���9	��K	�H0H0��8�c�K#2���n	(�u8������?����H����b}
#t	�H��"���(��#!#Q��8�'#Q���/�J	�HI��HI����I	������,}�$ufO���*H0�`���*�u���y#2�%+t�:�J�����
HJ	��������0)(�����"���c��V0��	��;���*3� C{A@�����}4���*�u�����>�O�%+
�:�J�����/���I	��*)%#Q�����:)a8�*3���L���*�g������p#Q����3�	�H��������

∣∣ ± 1
2 ; ±1

2 , ±1
2 , ±1

2

〉
R

ϑ−→ e−2πi(± 1
2
v1± 1

2
v2± 1

2
v3)∣∣ ± 1

2 ; ±1
2 , ±1

2 , ±1
2

〉
R

.
e 5 $@? 5 h

[\�*�
)�?=�0H�����8�m��#B	��1������p#2����31H0���O�I	����*)'�����}])��I	��"�0)\���9	��'	��"�(���c�>	�����	��c�L8�*3���a���*�
������p#Q����34	�H��������P$
[\�c8*)�An���k���"3���q�"������� N = 1

An���*�]?�9	�)"�
exp{−πi

(
±v1 ± v2 ± v3

)
} �u8*)��q�=�]�������O��	��E#Q���q���*��>�I	0�N�������*�$k�/�*�F�*������H0�0)����9	��q���*�UH0���*35��������� ±v1 ± v2 ± v3 = 0

#Q���q���*�]H0���`����9	��������W��#/)"���>�*)
	�)")�8�"�0)F���*��?�"�0)"���*H0����#u)"��������}X���*���>�I	0�N�������*� ���S���*��������p#2����3S)�?=�0H�����8�4$ [\�*���"�y#Q���"�>A'���*��HJ	��
H"�*�N�>)"�
���*�
H0���q?=���*���c�")(��#B���*�
�,�a��)��'���0H��"���L�"�:)I	�����)%#2}

v1 + v2 + v3 = 0 ,
e 5 $@?�?�h

)"�����9	�� | ± (1
2 ; 1

2 , 1
2 , 1

2)〉R ⊗ α̃ν
−1|0〉L

�=�T���*�g)�8���N���N����:�>�I	0�N�������*�$K�����"�0�J�����JA@	�)a���*�
�,�a��)"�L���0H��"���
v
��#lB

N
������p#2����3)`H0�����"�0)�?=���*3)g�"�4	U�b�a��)��

ϑ ∈ P
��#\���"3���

N
e
ϑN =

� hyA|���*���<���")gH0���q?=���*���c�")
#28�:9*���x��� �����*���I	��

Nva ∈ B
, a = 1, 2, 3

$7./���"�F���9	��`�p#(���*�
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Ña

g + Ñ∗a
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= 2 − 2Ñ − 2 δc = 4

3 − 2Ñ ,
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(ϑ2, n5e5 + n6e6) 1(1, 2, 1) ⊕ 1(3, 1, 1) ⊕ 4(1, 1, 1)

(ϑ2, e3 + n5e5 + n6e6)

(ϑ2, e1 + e2 + e3 + n5e5 + n6e6) 2(1, 2, 1) ⊕ 1(3, 1, 1) ⊕ 1(3, 1, 1) ⊕ 8(1, 1, 1)

(ϑ2, e1 + e2 + e3 + e4 + n5e5 + n6e6)

(ϑ2, e3 + e4 + n5e5 + n6e6) 1(1, 2, 1) ⊕ 1(3, 1, 1) ⊕ 4(1, 1, 1)

(ϑ2, e2 + e3 + e4 + n5e5 + n6e6)

(ϑ2, e2 + n5e5 + n6e6) 9(1, 1, 1)

(ϑ2, e1 + e2 + n5e5 + n6e6)

(ϑ2, e2 + e3 + n5e5 + n6e6) 3(1, 2, 1) ⊕ 3(1, 1, 1)
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g = ϑk1ω`1
	��*3

h = ϑk2ω`2
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ε(g, h) = ε(θk1ω`1 , θk2ω`2) = exp
{

2πia
N (k1`2 − k2`1)

}
, a = 0, 1, . . . , N ,
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wE���*)���3������������*�F)�?9	�H0�C�>�"��8? �������:���c�")
g = (ϑk1ω`1 , nαeα)

	��*3
h = (ϑk2ω`2 , mαeα)
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ε(g, h) = e2πi [a (k1 `2−k2 `1)+bα (k1 mα−k2 nα)+cα (`1 mα−`2 nα)+dαβ nα mβ ] .
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α, β
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a, bα, cα, dαβ
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Γ
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N a, Nα bα, Nα cα, Nαβ dαβ = 0 mod 1 ,

dαβ = − dβα ,
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α, β = 0, . . . , 6
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Aα
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Nαβ
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eα ' eβ
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bα = bβ, cα = cβ
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dαβ = 0

�u8*)��'�*����3{$
[\�*�U�����*���I	�����VJ�03k35��)"H��"���"�U�"���")"�����k��)`�*���q�"�0)"������H��"�03k�����}7�"��B

N × B
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N
HJ	�)"�>$]wx���J	�����}�A-)����*H0�q��� B
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Φ 7−→ Φ′ = ε(g, h)Φ .
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Φ′ = Φ′(g, h)
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Φ′ 	��*3 Φ
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Γ
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eα ' eα+1

Ac#2���
α = 1, 3, 5

A���]���*�/������p#Q����3{$![\���)E���q?�����0)
���9	��U���*���"�;	��"�������}W����"�0�����*3��?=���*3���c�

bα
Aa�9	��:����}

b1, b3, b5
AL�a����������*�������*���

b
+t?9	��I	��:���"���")

)I	�����)%#2}
b2 = b1, b4 = b3, b6 = b5
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dαβ
�I	����0)L���*�(#Q�����

dαβ =




0 0 d1 d1 d2 d2

0 0 d1 d1 d2 d2

−d1 −d1 0 0 d3 d3

−d1 −d1 0 0 d3 d3

−d2 −d2 −d3 −d3 0 0

−d2 −d2 −d3 −d3 0 0
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dαβ
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cα
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α = 1, 3, 5
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b3 = b4 = 0, 1
3 , 2

3

A
b5, b6 = 0, 1

2	��*3
d56 = −d65 = 0, 1
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(k1 mα − k2 nα)
#Q�������*�

?9	��I	��:���"���")
bα
ha�>	����)��PA����q?��}O����]���9	��T���*�uH0�����"�0)�?=���*35����U?9	��I	��:���"���")g	��"�u�*���?�O}N)���HJ	��t$T[\���)/��)

� C5?��	����*�037�O};�I	��O��������c�"��	�H0H0��8�c�����*�F)�?9	�H0�C�>�"��8? �������:���O�")
g, h
���O�"������������*�

ε
+t?�9	�)"�0)�A^���9	��

��)JAB	����EH0���*)"����8*H��������	��*3 H0���c���I	�����VJ���:�������:���c�")�$4Y,�`��8���*)`��8�`���9	��`�����)`�9	�??=���*)g#Q����	����E35��)"H��"���"�
�"���")�������?9	��I	��:���"���")(��# B

6
+,Y"Y\������p#Q����3)J$a&(���*H0�>A ���%� * � 	9 	  1�� ���$1 � �%� ������	,3 	 � ��� ���cB

6
����� 1��"��� �"163 � ���

[\���)a�a�����P�=�T���q?=�����I	��c�'����H"�9	�?�"���l;�#Q���a���*�gH���	�)")"�:99HJ	�����������#B������p#Q����3)'��#B�����)a�b}O?=�>$
�������� � N"Y�L/URWZN � Y �RW�� �

Yb� �:�>)��q��#'���*�U)���8*35���0)q��#(������p#2����3 �:�N3����)JA!������)�H���	����:�03 ���9	����b�x���:�N3����)��a�*�>)"�]?9	��I	��:���"���")
(V1, V2, Aα)
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(V1, V2, Aα)
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(V ′
1 , V ′

2 , A′
α) = (V1 + ∆V1, V2 + ∆V2, Aα + ∆Aα) ,
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∆Vi,∆Aα ∈ Λ
$gR*�"��� ���*��H0���*35���������*)Fe 5 $ ; 5 h�A=���*�qH"�*����H0�q��#E��	�������H0�`���0H��"���")

(∆Vi,∆Aα)
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M (V1 · ∆V2 + V2 · ∆V1 + ∆V1 · ∆V2) = 0
�:�O3

2 ≡ 2x ,
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Nα (Vi · ∆Aα + Aα · ∆Vi + ∆Vi · ∆Aα) = 0
�:�O3

2 ≡ 2 yiα ,
e 5 $76 5 X���h

Qαβ (Aα · ∆Aβ + Aβ · ∆Aα + ∆Aα · ∆Aβ) = 0
�:�O3

2 ≡ 2 zαβ ,
e 5 $76 5 X�H�h

�a�*���"�
x, yiα, zαβ ∈ Z
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(∆V1,∆V2,∆Aα)
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Φ 7−→ Φ′ = ε̃(g, h)Φ ,
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ε̃
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ε̃(g, h) = exp

{
−2πi

[
(k1 `2 − k2 `1)

(
V2 · ∆V1 −

x

M

)
+ (k1 mα − k2 nα)

(
Aα · ∆V1 −

y1α

Nα

)

+(`1 mα − `2 nα)

(
Aα · ∆V2 −

y2α

Nα

)
+ nα mβ

(
Aβ · ∆Aα − zαβ

Qαβ

)]}
,
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g = (θk1ω`1 , nαeα)

	��*3 ���*�1H0���O���I	�����VJ���C�������:���c�
h = (θk2ω`2 ,mαeα)
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HJ	���)"�0�(���9	��
Dαβ ≡ Aβ · ∆Aα − zαβ/Qαβ

��)geQ	����:�>)�� ha	��O����)�}N�q�:��������H
���

α, β
A

Dαβ = −Dβα
�:�N3

1 .
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Ñ∗
g,i

	��"��eo���0H��"���")���#yh(���O�"�������q�>)"H�������	��"���
�c8�`�@���")�A(H0��8�O������z���*���c8�`�@������#��*�������:����?���H7	��*3l	��c�����*�������:����?���H �>)"H�������	��"���4� CH����I	��������*)JA
�"�0)�?=�0H�����������}�$FR*�"��� ���*�C3� 9*���������� ��#a���*�:H"�9	������0)Ue 5 $76 5 G�h�A-���*�q�*������H0�0)u���9	��u���*�CH0�����"�0)�?=���*35����
�
�
)"}O�q�:���������0)L3�C35��)�������>8��)��4�=���,�E�0�����=�>)"���*)'	��*3]#Q�����q�����*)J$ � �
Yb�����*�;8�c�b�a��)��"�03�)I�0H��"���JAT���*���@�>)"�����H7�

�
H"�9	������0)�A
�" �$ge 5 $76 5 G�h�A(�9	J���<�����}�����"�0�<35���=���"���O�

�>	���8*�0)J$![\���)a	������J�L)\�"��)�?�����x���*�(8�O�,�a��)��"�031)"�0H��"���
U
���]#o8�����*���E8�c�b�a��)��"�031)"�0H��"���")

U1
A
U2
	��*3

U3H0���q?����)"�031�O}<e2)�8?@��� h'99����3)'�a�������
�
HI�9	������0)

(0, 1, 0, 0)
A
(0, 0, 1, 0)

	��*3
(0, 0, 0, 1)

A@�"�0)�?@�0H�����������}�$
Yb�c�>	�����	��*H0�u��#B���*�
���*�0����}18�*3���'�

�
)�}O�q�:���������0)/H0���*)����I	����*)L���*�u)�8?@����?=���"���c����	��-��#!���*�
���*�0����}�$

fO���*H0�����*�0)"��)"}O�q�:���������0)U	��"��35��)IH��"���"� eQ	�)F���*��}W	�����)"�4#o�"��� 35��)"H��"���"���"���I	��������*) hyAa���*�����c�>	�����	��*H0�
H0���*35���������*)'HJ	����@�
)��I	��"�03�	�)

∑

i

Ra
i = 0 mod Na #2���

a = 1, 2, 3 ,
e 5 $76 5 K>h

�a�*���"�
Na 3���*���"�0)K���*�/���"3���E��#{���*�'�,�a��)��\	�H��������]���F���*� ath H0���q?��� CC?��	��*�>AO�t$ �>$����x��)n���*�()��C	������0)��

���c�"�������")x)�8*H"�q���9	��
Nava ∈ Z

eo�*�
)�8�q�C	���������hy$!&(���"�>A��b�x�g��#@���*�
Ri
H0���:�E#2�"����#Q�����q�����*)K	��*3����*�

�"�0)��E#2�"��� �=�>)"���*)E���1���"3���a�"���@�
	������J�E�031���U���*�T)�8?@����?=���"���c����	��t$xR*���aH0���q?8�I	��������9	��|?8��?=�>)"�0)JAN���
��)a�:���"�gH0���O����������c�(�"��8*)"�
���*�T?8�"����}U�=�>)"�����HT�*���I	��������PA*�a�*���"�g�" @$Pe 5 $76 5 K>h\�=�0H0���:�0)

∑

i

Ra
i = −1

�:�N3
Na .

e 5 $76 5 >�h

6 HJ	0���J	��4��)4���l���"3���4�*���"��Hk����	����
�:���:���c���x�;�9	J���7	�)")�8�:�03l���9	��1���*�;��	�������H0�
Γ
��#����*�

H0���q?9	�H��F)"?9	�H0�U��)�#Q	�H��"������V�	�����>A\���9	��q��)�AK���9	��
Γ
HJ	��z�@�U�a�������"���S	�)q���*�1?�"�N358*H��C��#(����"�0�����*�y+

H0���q?��� CN+,35���:���*)������9	��/)�8���	�������H0�0)�Ax�J	�HI�z��#(�a���HI�k��):���u�=�033�03k���z	�H0���q?��� C ?��	��*�
Za ��#(���*�

���c�"�����9	��P35���:���*)"�����*)J$!Yt#
Γ
��)x�*���5#Q	�H��"������V�	�����>A9�" �$=e 5 $76 5 K>hK�9	�)x�"�`�=�'�:�N35�:99�03{$!6�������y#^35��)"H�8*)I)������

���4�����)a��)I)�8*�T��)a?�"�J�N��3�031����	�??=���*35�:C�w($
• K �	��
 W Q[N/Y �	� �<W �4W 
�L/O4YMP N�� �4W �
fO���*H0�U���*�1)��I	��"�0)q���O�"��������<���*�1)�8?=����?@���"���O����	��'HJ	�����} 	���)"�;)I���:�F���5#Q�����C	��������W	��=��8�q���*�����:)�?9	�H0�
�>�"��8?C?�"��?=���������0)JAO���*�L?�"�N358*H��x��#PH0���*)�����8*H���������������:���c�")

gi
�u8*)��x�����a���C���*�/)I	��:�LH0���6�%8�c	�H�}:H���	�)")

	�)a���*�
��3���O�����,}�A9�t$ �>$
∏

i

gi ' (
�
, 0) .

e 5 $76 5 T�h

Yb�1�"�����:)'��#!H0���6�Z8�c	��"�g�������:���O�")
higih

−1
i

��#
gi
A5�����)'H0���*35����������HJ	��4�@�T�"�y#Q�����u8��	��"�03�	�) �76�6�>��

∏

i

higih
−1
i = (

�
, v)
�a�����

v ∈
∑

i

(
� − θi)Λ .

e 5 $76�?�X�h

� � ��(-:*#=?�?  0��#  � (8/0CE��2&%$3�#&%$'�;�2�3�2&%$3 ��#*79( '.� � (8/0(-%! /0�����! �"!CE2 7 ��%$�DCE2&CE(-%! >#.H



 6�_R � �%� � � � �\� ������� Z * � �$! �=�5<�� ��� Z ( Z *"! � �,`J� � � � Y�/

� �� �

��

� �� �

� �� �

�	


�

�

g3Z3
!
= Z1

g2Z2

g1Z1

Z3
!
= g2Z2

Z2

Z1

⇒ g1g2g3 = ( � , 0)g1Z1
!
= Z2

���8�<�/!$#��/'8% �I( � :/#R3$."=<>@#*� !6; �". 3$#0J�#>256�8;<7&!$�/J�#R>0= 7 B�#�
-� 3��"= J8���0#�A =<3�5$:/# =�B/��J8�854D ; H�54E*� 3456#A&3�5$!6�87/� 3
5$;��4; ��7Z'

gi
AI#7/;�56# 5$:/!6#0#?>0; 7"3�5$!6�">256�87"�9#J8#��&#07 563'

.(������H0�
���9	��L�����)a��8���
���q?�����0)'���1?9	�������H�8��	��'���9	��
∏

i

θi =
�

,
e 5 $76�?36�h

H0���*35��������� �a���H"� ��)`�O�*���a� ��� ���*�C�����"���I	���8�"�1	�)`���*� /'1��%�  $ �+1��9/ �"	,3 	2*!'� 1�� ���.3 	�$;fO�I	��"�037��� �����)
�E	J}�A5���*�(?@�����O�E�>�"��8?1)"�����0H��������U��8���THJ	��U�@�/�"�����c�"����?�"���"�03�	�)\	`35��)"H��"���"�T)�}N�q�:������}��76�X�T��,$nYb�C#t	�H��JA
	���)"�u���*�a���I	��*)���	��������9	��@?9	����E���:���*�/)�?9	�H0�L�>�"��8?F��8���`e

v ∈∑i(
� − θi)Λ

h!HJ	��C�=�L)"�0���]	�)E	
35��)IH��"���"�
e 	�	0����� hL)�}N�q�:������}�$
[\���)`)"�����0H��������7��8���:HJ	��7�@�q�N��)�89	�����VJ�037	�)u���*�q���0���:��������HJ	��a	���������,}<��#\�,�a��)��"�03 )����������)g�"� �������

e2)"�0� 9*�*$ 5 $76 5 hy$
!  � ��b

γ
� � ��(�b�, 4 -

Yb�4���*�g�����"���I	���8�"�>A����*���"�`� C5��)��")(	���	�335���������9	��-)I�����0H�����������8���>A98*)�89	�����}4HJ	������03
γ �
��8���>$aYb����8�/�*���I	 +

�������PA���a�"�J	�3) � ;LKNA T�T��
∑

i

γi = 0 mod 1 ,
e 5 $76�? 5 h

�a�*���"�
γi
3���*���"�0)L���*�
)I��+,HJ	������03

γ �
?�9	�)"�
��#

Ψi
$!Yt#-�x�
)�8??=�>)"�(���9	��L���*�
)��I	��"�0)

Ψi
	��"�g	�)")"�NH���	��"�03

�"�����*�TH0���6�Z8�c	�H�}UH���	�)")"�0)a��#
gi ∈ S

A*	`?�9	�)"�
e2πiγi(h) 	�����)"�0)E#2�"��� ���*�g	�H��������4��#!	`�*���*H0���q�u8������

�������:���c�
h
e
[gi, h] 6= 0

h^�������*�E���0���:��������HJ	��?9	����n��#
Ψi
$-&/���x�������JAO)����*H0�K���*�E?�O}N)���HJ	��*)"�I	��"�0)

Ψi
	��"�>A

�c}q3� 9*����������PAN)�?9	�H0�a�>�"��8?:���O��	�����	��O�JAc�����)K?�9	�)"�LH0���:�0)E	����E	0}5)x	�������u�a�����F	T?�9	�)"�
Φ(p �	� , q �
� , h)

A
)�8*HI�4���9	��

Ψi
h−→ e2πiγi(h) Φi(p �	� , q �
� , h) Ψi = Ψi .

e 5 $76�?�?�h
Yb�L#Q�������J�L)T���*�������9	��(���*�`�c	��q�C	F?�9	�)"�0)

γi(h)
HJ	���	���)"�F�=�u�a�������"���������"�����:)(��#

p �
� , q �
�
	��*3����*�

���u�=�0335����:��#
h
���U���*�(�c	�8���
3���>�"�0�0)a��#P#2�"�0�03���4$xwE���*)���3��������C	`H0��8?������

Ψ1Ψ2Ψ3 . . .
AN���E��8���*)

��8�L���9	��L�����)L�"����	��������4���q?�����0)L���9	��

e−2πi
P

i γi(h) =
∏

i

Φi(p �
� , q �	� , h) .
e 5 $76�?�;Oh

R8�����*���JA@�x�`�9	0����)��*���a� � Kn>��-���9	�� ∏
i Φi(p �
� , q �
� , h) = 1

#Q�������J�L)/#2�"��� ���*��)"�����0H�����������8���0)(����)��"�03
	��=�J���>$n[\�*���"�y#Q���"�>A*���*�
� C5?�"�0)")������

∑

i

γi(h) = 0 mod 1
e 5 $76�?�=�h



R�# *�� Z � ���B�  ��! � * ��$V!"` 4 *"! [ � Z * �,��$ �$*NZ�� �$! �=�

�a����� 	��7	���������I	���}<)�?9	�H0���>�"��8? �������:���c�
h ∈ S

AP��)u	����E	J}N)u����8*��#2���
���*�>)I�:H0��8?�������)`	��������x�03 �c}
���*�`?�"���O����8*)(��8���0)J$T.(������H0�u���9	��(�p#K�x��H0���*)���3���T���9	��(���*�`�������:���O�")

h1 = (ϑ, 0)
A
h2 = (ω, 0)

	��*3
hα+2 = (

�
, eα)
#Q����� 	q�9	�)���)/��#

S
A9�x��HJ	����9	J����	��/�:�>)��/�����>�O�

γ �
�,��8���0) �I$L[\�*�u���*�u���I	�35���������9	�����}

H0���*)���3���"�03WH0�����"�0)�?@���*3)C�"�����9	��]	�)")I�OH���	��"�03 �a�����z���*��)�?9	�H0�1�>�"��8?W�������:���O�
h = (ϑ, 0)

��#,B
N������p#Q����3)J$uR*���g	F������}�3���I	������03;35��)IH�8*)")������;�������*��3�������>	��������7	��*3��������N��	������,}���#K���*�

γ
+t��8����e2) hyA{�E�

�"�y#Q���a�"� �76�6�6,�,$



� �������	��
 �

� � 
 	 	 �� ��
 � �%��� � � � ��� ��� ��� � 	

[\���)^HI�9	�?�"���^��)^3�������"�03g�"�'���*�n�"�0H"���  O8*�0)^8*)"�03g�"�(	����������K)�}5)��"���C	�����HJ	�����}
�"�a���*�" O8����	������O�
������p#2����3uH0���q?9	�H����:99HJ	��������*)-��#5���*�!�*���"���"������Hx)���������*$P_<�!�"���N����� 9*�")��{���*�!#o�"�" O8*���c����}
HJ	������03
�0-��'4 �%� ���
"$�� �� � 	! ( 1"�>AO�9	�)"�03C���U	T���*�0���"��� �c}qvg	��>$![\���)n�:�����*�N3:��)K8*)"�03:�C	������}q�"�
H���	�)")��p#2}U�:�O3����)/�a�����*��8�/�9	�HI�O�>�"��8�*3S99����3)�eo_W����)I���������*�0) hy$'���N3����)L�a������_W����)I���������*�0)
HJ	��U�@�(H���	�)")��:99�03]�:���"�
�,�{�0H�����������}C�c}F8*)�����q	u?�"��?=���L	��*)I	���VT���9	��aH"�9	��I	�H��"������VJ�0)L_S����)"���
�����*�0)���#/	4�>������� ���"3���JAn	�)�35��)"H�8*)")"�037��� )"�0H�������� ?5$ 5 $�R^���9	�����}�AB�E�]���c���"�N358*H0�  ( 	������
� � ��� �"163 �(	��yA{	CH0���q?8�"���(?�"���>�I	�� 3����������?=�03��"�]H���	�)")��p#2}1������p#2����3��:�N3����)T	��*3�H0���q?8�"�
���*�����L?�"��?=���������0)J$

� ��� �
N

� � ���� � ����� � � ������ 
	 ����� ����� ��� � �
Yb�S���*�<	��*)I���*H0�;��#`_S����)"���������*�0)JA'���*� � -��'4���� ���
"$�� �� ��	9 ( 1"� �@T�?5AF6�6�T5A26 5 X��
��)U���*�;)��I	��*3*	��"3
)����I	��"���>}1�"�]����I	��������*�u�c	�8���`���`�@�0335�����)
��#!���*�`?@�����O�/�>�"��8?

P
$aYb�/H0���*)���)��")/������3���O���p#o}N����]���*�

����*���u	�8�"���:����?���)��:)`��#x���*�q�{���:	���������I	1��#E���*���c	�8�����>�"��8? G e2�������*��� E8×E8
���

SO(32)
hyA^	�)

�x�g�a�����P�*�J��3�0)IH������@�>$
wE���*)���3���(���*��� CN�"���*3�03��(}O��N����35��	��>�I	�� ��#

E8
	��*3

SO(32)
�>����������� 9*�*$ ?5$76>$L[\�*�`�c8�u�=���")

	����I	�H"�*�034�"�`���*�(�*�N3�0)L	��"�T���*�gwE��C���"���L���\vg	��T��	��=����)
ki
AN�a���H"��	��"�(�O}F3� 9*����������4���*�T� C5?9	��*)������

H0�N� �CH������c�")(��#-���*�T����>�*�0)��'�"�O���
αH
�����"�����:)L��#-���*�u)����q?���
�"�N���")JA5���9	��L��)

αH = k1α1 + . . . + krαr ,
e ?5$76�h

�a�*���"�
r
��)C���*�4�I	��� � ��#
���*��	���������I	5$�R*���]H0���c����������*H0�>Aa���*��vg	��4��	��=���'��#
���*� � 1 �����	
$  '��� 	

�21 1�
α0 ≡ −αH

��)�)"�����"�
k0 = 1

$�[\�*���PAn�c} 	����*�0���"��� 358*�C�"��vg	��7�76 5 6,�,An	����E���"3���%+
N
����*���

	�8�"���:����?���)��:)(��#!	���	���������I	:8?1�"�:H0���6�%8�c	���������	��"�
�>�������4�O}

σs(Eαi) = exp (2πisi/N)Eαi , i = 0, . . . , r,
e ?5$ 5 h

�a�*���"�
Eα
	��"�C���*�U)��"��? ��?=���I	��"���")q��#'���*�F�P���U	���������I	���# G 	��*37���*�U)"�" O8*���*H0� s = (s0, . . . , sr)�C	0}7�@�FH"�*�>)"���k	���������I	�������}7)�8� ���0H��u�"�����*�CH0���*35���������*)����9	������*�FH0�N� �CH������c�")

si
�@�C�*����*���c	��������>A

�"����	�����������}U?�����:�
���c�"�������")T	��*3
r∑

i=0

kisi = N.
e ?5$@?�h

� #6�)(I/>#&% �+2��
E8

��3
r = 8

5 �$(8/0(*#=3� 0�)( />#&% ��2��
SO(32)

��3
r = 16

H

=36



RP *�� Z ������� M � *N` Z��5� � $ �$*NZ�� �$!�� !�$ ! � * � $V!"` 4 �

α0 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

α8

1 2 3 4 5 6 4 2

3

α0

α1

α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

α15

α16

1

1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

1

���8�<�/!$# �/'�% (�� �-5$#7"AI#A �XD-7 �-��7 AI� =��<!6=�� ; H
E8

=�7"A
SO(32)

= 7"A&5$:"# =<3$3$;I>@� = 5$#�A��M; �I#@5$#!M;<!��?=��
J�= B�#J�3'

����b �%���)&'�	&QbL�����P�
[\�*�K���`�@�0335����T��#���*�!?=�����c�|�>�"��8?����g���*�K�c	�8���K3���>�"�0�0)-��#N#2�"�0�03���4A�3�0)"H������=�03
�c}

XI 7→ XI+V I

e2)"�0�
�" @$Pe 5 $76�T�hIhyA5���*358*H0�0)'���*�
���I	��*)%#Q�����C	��������*)

σV (Hi) = Hi, σV (Eα) = exp (2πiα · V ) Eα
e ?5$ ;Oh

���;���*�:w\	����I	��<�����*���I	��"���")
Hi
	��*3;)��"��?<��?=���I	��"���")

Eα
��#x���*�q�{���:	���������I	4��# G A=�a����� α

�=�������	
�"�N���E��# G A	��*3 V

���*�/)"��p#o�E���0H��"���J$![\�*�0)"�(���I	��*)%#Q�����C	��������*)aH����J	�����}F3�0)"H������=�(	��1	�8�"���:����?���)�� ��#
���*�u	���������I	5$
[^�u3���������L���*�/)���p#2�n���0H��"���xH0�����"�0)�?=���*35������"�u	
�>�������U	�8�"���:����?���)�� ��)K�*�J�W?9	�������H�8��	�����}C�J	�)�}�$

wE���q?9	�������F�" @$Pe ?5$ 5 hE�"�:�" @$Pe ?5$ ;Oh�A5���\#Q�������J�L)'���9	��

αi · V =
si

N
, i = 1, . . . , r,

e ?5$@=�h
#Q���a���*�

r
�����*�J	�����}]���*3��?@���*3���O�/)����q?���T�"�N���")

αi
$!i()���������9	��L���*�
)����q?���T�"�N���")

αi
	��*3U���*�(#28�*3*	 +

�:���c�I	��-�x�����>�O�")�eo���*�����(3589	���) ha) 	�����)%#o}
αi · α∗

j = δij
A*���*�`HJ	���� C5?9	��*34���*�g)���p#2�L���0H��"���

V
�����"�����:)

��#B���*�T#o8�*3*	��:���O�I	��|�E�����>�c�")T	�)

V =

r∑

i=1

si

N
α∗

i ,
e ?5$@G�h

�t$ �>$ ���*�1���c�"�������")
si
35���O��3�03z�c} ���*�1���"3���

N
	��"�U���*�1�(}N��O���k��	��=����):��#

V
$ 6 35���"�0H��FHJ	���H�8��	 +

���������"�����J	���)
���9	��T�����)
)���p#2�(���0H��"���u	���)I�C�>�����0)
���*��H0�����"�0H��
���I	��*)%#Q�����C	���������#Q���(���*��)��"��?;��?=���I	��"���
H0�����"�0)�?=���*35����C�"�����*�
�:�>)"�a�*���c	��������g�"�N���

α0
A
σV (Eα0) = exp (2πiα0 · V )Eα0

$
wE���*)�����8*H�������4)"��p#o�/���0H��"���")
��#

E8×E8
�"�" O8���"�0)/�"� 9*�*3��,�E�1)"�" c8*���*H0�0)

sa = (sa
0, . . . , s

a
8)
	��*3

sb = (sb
0, . . . , s

b
8)
A(�J	�HI����#��a���H"�l���J	�3)��"� ���*3��?@���*3���O��	�8�"���:����?���)��4A

V a 	��*3 V b A
	�H�������
35���{���"���c����}1�����J	�H"����#-���*�
�b�x�

E8
�c	�8���T#t	�H��"���")J$x�/�*�gHJ	��4)��*���l���9	��L���*�gH0���`����9	��������

V = (V a) (V b)
e ?5$ K>h

#Q����� 	��4����*���/	�8�"���:����?���)�� ��#
E8×E8

$
[^��H0���q?8�"�F���*�:� CN?����H����u#2�����M��#\���*�F)���p#2�
���0H��"���")JA-�x�:8*)I�q�I	�����0)u��$ K4	��*37��$@>5A^�a�*���"�:�E�

?�"�J�N��3�q��8�gH"�*����H0�q��#E���*���9	�)���)/#2���T���*�q)����q?�����"�N���")g	��*3�#o8�*3*	��:���O�I	��n�x�����>�O�")u��#
SO(32)

	��*3
E8
A�"�0)"?@�0H�����������}�$



M �]� � B
N
! � * � $ ! ` 4 � ( � ��� ! � � ( �<` ��! � ` ������� RPM

α0 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

α8

1 2 3 4 5 6 4 2

3

α0 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

α8

1 2 3 4 5 6 4 2

3

���8�<�/!$# �"' �/(M+-D����&#@5$!6D B/!$#�= �-��7/�&�87"A/�">@#�AGB D =�7
E8×E8

��7/7/#!X=��/5$;��&;<!$./:"��3�� ; H�;<!6AI#!
N = 6AI#36>@!6��B�#�ACB-D

sa = (0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0)
= 7"A

sb = (4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)
'

����b �  #����"!Pbo � /E� �b�� ������.
G4D

[|�13���"�����q���*�:���*��8�c��"�������7�c	�8�����>�"��8? G4D
A{���*���9	�)
�"�]�������p#2}����*�:	�H��������<��#a	��;����*���u	�8�"��+

�:����?���)�� �������*��w\	����I	��������*���I	��"���")
Hi
	��*34���*��)��"��?���?=���I	��"���")

Eα
#Q���'���*�`)����q?���`�"�O���")

αi
��#

���*�`	���������I	F��# G $a[\�*�����(���I	��*)%#Q�����C	��������*)T358*�g�"�:���*�`)���p#2�L���0H��"��� V 	��"�u�>���������O}4�" �$-e ?5$ ;Oh�$\_<�)"�0� 9*�")��x���9	��x���*�Tw\	����I	��U�����*���I	��"���")\3�`�*���K���I	��*)%#Q�����4A5H0���39*���q��������9	��E���*�/�I	���q��)K�*���E�"�0358*H0�03
�c}1���*��	�H�����������#!���*�`)���p#o�/���0H��"���JA@	�)'�x�`���J	����c�(����)"�0H�������� 5 $@?5$76>$LD\�0)���3�0)JA*#o�"��� ���*�g���I	��*)%#Q�����C	 +
��������?�"��?=���������0)'��#!���*�`)��"��?���?=���I	��"���")JA9�" @$|e ?5$ ;Oh�A�E�g�*���"�u���9	��L���*�u�����}1)��"��?���?=���I	��"���")/���9	��/	��"�
���c�>	�����	��c�/8�*3���L���*�u	�8�"���:����?���)�� 	��"�
���*�>)"�T���9	��') 	�����)%#o}

αi · V = 0 mod 1 .
e ?5$@>�h

i()�����C���9	��
αi · α∗

j = δij
A��x��H0���*H���8*3�����*�������9	��(�������*��� C5�"���*3�03��(}N��O����35��	��>�I	���e2) h/3��?��H��"�03

��� 9*�*$E?5$76>A5���*�
)����q?���T�"�N���
αi
e
i = 0, . . . , r

hn��)L?�"� �%�0H��"�031��8�JA5�p#n	��*31�����}C�p#-���*�
H0�O� �CH������O�
si
���

�" @$Pe ?5$@?�hE��)a�*���VJ���"�$
[\���):	��������L)C	�� ���c�"����?�"���I	��������z��� �"�����:)q��#'���*�U�(}O��N���k35��	��>�I	�� ��#'���*�UH0�����"�0)�?=���*35����<�{���

	���������I	5$xd(�������1���*�(?9	��I	��:���"���")
(s1, . . . , sr)

A5���*�T�(}O��N���135��	��>�I	�� ��#^���*�(8�c��"���������c	�8���T�>�"��8?
G4D
��)�����I	����*�03 	 #2�"����3����������������*�C�*�O3�0)`#Q���u�a���HI�

si 6= 0
#o�"��� ���*�C�(}N��O��� 35��	��>�I	�� ��#L���*�

�������>���9	��P�c	�8���u�>�"��8? G $[^�q������8*)����I	��"�g��8�'35��)IH�8*)")������PA�����a8*)LH0���*)"��3���L���*�
E8×E8

�{���g	���������I	5$K[\�*�g?9	��I	��:���"���")

sa = (0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0)
	��*3

sb = (4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)
e ?5$@T�h

	�H�������<���k���*� 9*�")��C	��*3k)"�0H0���*3
E8
#Q	�H��"���")JAK�"�0)�?=�0H�����������}�Ax3�0)"H������=�4	��z	�8�"���:����?���)�� ��#T���"3���

N = 6
�@�0HJ	�8*)"�

8∑

i=0

kis
a
i =

8∑

i=0

kis
b
i = 6 ,

e ?5$76�X�h
�a�*���"�

ki
	��"�����*�q�:���O�������*�037vg	�����	��=����)J$�DE}�8*)�����1���*�:�9	�)���)T�>�������<���;�I	�����:��$@>5A{�E� 9*�*3����9	��

���*�gH0�����"�0)�?=���*35����C�����>�O�%+,35���:���*)������9	��-)"��p#o�a���0H��"���")(	��"�
�>�������4�c}

V a =
1

6
(α∗

1 + α∗
3) =

1

6

(
4, 2, 12, 04

) 	��*3
V b =

1

6
α∗

7 =
1

6

(
2, 07

)
.

e ?5$76�6�h
[\�*�0)"�u���0H��"���")(	��"�`���*�g�b�x�]H0���q?@���*���O�")(��#x	:)���p#o�/���0H��"���T	�H�������]�������*� 6�G +,35���:���*)������9	��B3���>�"�0�0)
��#-#o�"�0�03��� ��#B���*�
�*���"���"������Hg)"��������*$n[\�*���"�y#2���"�>A9�x�g����I	����

V SO(10),1 =
1

6

(
4, 2, 12, 04

) (
2, 07

)
.

e ?5$76 5 h
[\�*�
8�O��"���������c	�8���
�>�"��8?4��)a#2��8�*3U#2�"���89*�*$P?5$ 5 �"���=�

G = E8 ×E8
V SO(10),1

−→ G4D = [SO(10)× SU(2)× SU(2) ×U(1)] × [SO(14) ×U(1)] .
e ?5$76�?�h



R0Y *�� Z ������� M � *N` Z��5� � $ �$*NZ�� �$!�� !�$ ! � * � $V!"` 4 �

[\�*�
U(1)

� )(	�??@�J	��'�@�0HJ	�8*)"�T���*�g�I	���F��)a�*���'�"�0358*H0�034�c}
V SO(10),1 $

6()
	C)���3���"���C	����=A=�x���x��8��3����������"�]?@�����O�
��8�(���9	��T���*��)���p#2�/���0H��"���
V SO(10),1 ��8���*)
��8�T�"�

�=�L��#P?9	�������H�8��	��x���O�"���"�0)��J$B_<�L�a�����@)"�0�L���]H"�9	�?�"��� ;u���9	��x���*�L?�*���*���:���*�������>}F��#{�:�N3����)K�a�����F�����)
)���p#2�T���0H��"���(��)T������}�?�"���q��)�����*$u[\���)(#Q�J	���8�"���a�����B�@�q	�)")I�OH���	��"�03��"�]���*��� CN��)��"���*H0����#a	��

SO(10)�c	�8���E�>�"��8?`�������*�x�"�0)�8�������� G4D
	��*3`H0�����I	�����?�"��?=���������0)B��#*���*�x)�?=�0H�����8� ?�"�O358*H0�03��c}

V SO(10),1 $

� bF4����n�����������4"�� � � b �?����& �	&WbF�������
.(������������} )���p#o�����0H��"���

V
�a���H"�k3�0)"H������=�0):	��k	�8�"���:����?���)�� ��#'���*�1	���������I	���)q	�� 	�35�q��)")"������

H"�*����H0�(#Q���E�:�O3���{H0���*)�����8*H��������P$!_<�(�9	J���g	����"�J	�35}F)"�0���]���1)"�0H�������� 5 $ 5 $ 5 ���9	��E#Q���\	`�b�a��)��
ϑ ∈ P

��#
���"3���

N
A
ϑN =

� ���q?�����0)K���9	��
N V
)��*��8��3C	�H��\	�)n���*�a��3���O�����,}C���F���*�a�c	�8���'3���>�"�0�0)E��#=#o�"�0�03���4$

&(���*H0�>A9	�H0���*)���)��"���*H�}1H0���*35�������������4���*�u)���p#o�a���0H��"���
V
��)

N V ∈ Λ.
e ?5$76<;Oh

R8�����*���JA9�:�O358��	��L���O��	�����	��*H0�`��#-���*�T?9	���������������#o8�*H����������"�" c8���"�0)'���9	��

N
(
V 2 − v2

)
= 0
�:�N3

2
e ?5$76�=�h

�9	�)(�"�C�=�u) 	�����) 99�03{A@�a�*���"�
v
��)/���*�u�b�a��)��T���0H��"���JA{	�H�������]�������*��H0���q?��� CN�:99�03�H0�N���"35���9	��"�0)
��#n���*�

H0���q?9	�H��/)"?9	�H0�>$
R�"��� �" @$Ne ?5$76<;Oh|���B��)-H����J	��-���9	��-#Q���B	'�>�������q���"3���

N
��#9���*�K�b�a��)��

ϑ
A�	����)���p#2�")

V
��#����"3���

N ′ 	��"�
	���)"�
	�35�q��)")�������>AO	�)B������u	�)

N ′ 35���O��3�0) N $-Yb��?�����*H���?���>A>�x�aH0��8��3q3���"�����q���*�L���*�L	�35�q��)")�������a)���p#2�")#Q���B�J	�HI�
N ′ )"��?9	��I	��"����}�Ac�8�K	(�:���"�\?�I	�H�����HJ	���	�??�"��	�H"�F��)B�"�T��8�q����"��8�>�:���*�a��8�������*�03q?�"�NH0�0358�"�

#Q���
N
A{35�"��??����4���*�:H0���*35��������� ���;���*���"����	��������y+t?�����:���*�0)")`��#E���*�q)"�" O8*���*H0�

s = (s0, . . . , sr)
$�Yb�

��)L�*���(�9	��"34�"�C�������p#o}1���9	��JA��c}435�"��??����]���9	��TH0���*35���������PA����*�`���"3���(��#!���*�`)���p#o�(HJ	����=�u)"���:�
N ′

�a���H"����)L)��C	��������a���9	��
N
$

Yb� ���*�F?�"���N����8*)�� C*	��q?���>AB���*�U)���p#2�u���0H��"���
V SO(10),1 ��#/���"3��� G��>������� ��� �" @$xe ?5$76 5 hg#28�:9*����)

�������N��	�����}`�" @$5e ?5$76<;Oh^�=�0HJ	�8*)"�>A��O}`H0���*)�����8*H��������PA
6V ∈ Λ∗ 	��*3����*�E��	�������H0� Λ ��)B)"���p# +,3589	��t$BYb�������*���I	��tA	����=)���p#o�E���0H��"���")E�����*���I	��"�03]�c}:���*�T�(}O��N���F35��	��>�I	�� �:�����*�N3U)I	�����)%#2}

N V ∈ Λ∗ = Λ
$BR8�����*���JA5�E�

)"�0�`���9	��T�����)()"��p#o�(���0H��"���
H0���u����*�03��a���������*� B
6
+,YIY\�,�a��)��(���0H��"���

v = (1/6, 1/3, −1/2)
H0���q?��}

�a�����4���*�
�:�N358��	��L���O��	�����	��*H0�`H0���*35��������� H

6
(
(V SO(10),1)2 − v2

)
= 6

(
13
18 − 7

18

)
= 2 = 0 mod 2 X .

e ?5$76�G�h
&(���*H0�>A

V SO(10),1 ��)'	���	��������x�03 B
6
+,Y"YK)���p#2�a���0H��"���J$

4 ��4��2�n�]- �] /3���]  ��� �����0/E()bo�� [ ����bL(�4
.(������H0�L���9	��K���*�L#2����� ��#{���*�')���p#2�

V
��)n�*���x8��  c8*�/�@�0HJ	�8*)I�a���*�'HI�*����H0�/��#P���*�'�9	�)���)!#Q���n���*�')"���q?���

�"�N���")
αi
	��*3g���*�����B3589	���)|��)|�*���|8��  O8*�>$^[\���)^���q?�����0)|���*�K?@�>)I)�����������,}
���9	��^�,�x�T	�??9	��"���c����}�35���=���"���O�

)���p#2�a���0H��"���")'HJ	��4���J	�34�"�q��3���c����HJ	��-������p#2����31�:�N3����)J$n[\�*�g�"�J	�)"���4��)a���9	��L���*�`	�8�"���:����?���)��:)
σV��#n	��{���u	���������I	q�"�0)"?@�0H��LH0�����I	�����)"}O�q�:���������0)J$K�P���L8*) 9*�")��L���O8�:���I	��"�u���*���4$

(�b:� ( ��b��%bF�������� 4�� [\�*�u	�H�����������#n	��4�������:���O�
w
��#-���*�
_<��}N�P�>�"��8? W ����	�)���p#2�a���0H��"��� V��)a�>�������4�O}

V
w−→ w(V ) = V − 2

α · V
α2

α ,
e ?5$76�K>h

�a�*���"�
α
��)
	��<	���������I	���}��"�N���J$g[\�*��_<��}N�B�"��	9�0H��������*)gH0�����"�0)�?=���*35����1�"�

α1, . . . , αr
#Q����� 	F�9	�)���)

w1, . . . , wr
A)"�����9	��/	��O}]�����*���(�������:���c�'��#B���*�
_<��}N�P�>�"��8?4��)L3�0)IH������@�03U�O}]?�"�N358*H��")'��#B���*�0)"�>$



M �]� � B
N
! � * � $ ! ` 4 � ( � ��� ! � � ( �<` ��! � ` ������� R�R

α0

α1

α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

α15

α16

)	= 1��F!6#= �-��7/� A/�/# 5$;�� (3) ;�H�56= B/J8# � '��I'

α1

α0

α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

α15

α16

)�B�1��F!6#= �-��7/�&AI�/# 5$;�� (4) H�!6;�� 5 =�B/J�# � '��I'

���8�<�/!$# �"' �"( � �-56#07"AI#�A � D 7�� ��7 AI� =��<!6=�� ;�H
SO(32)

>@;<!$!6#3$.�; 7"AI��7/�95$; 5$:/# B"!$#�= �-�87"� AI�/#?56; 5$:/#
3�:"� H�5 3�� (3) =�7"A�� (4) ;�H�5$:/#
�

4
; !6B/�8H�; J A

Yb�
SO(32)

AN���x��)x�*���E�9	��"3C�"�`�������p#o}C���9	��x���*�/�>�"��8?]��#P_<��}N�@�"��	9�0H��������*)L	����"���")x���*�()���p#2�K���0H��"���
�%8*)��a�c}U?=�����u8������C���")'���c�������0)'���/H"�9	���>����F)"���u8���I	��*�0��8*)���}1���*�g)"���>�4��#-�b�x�C���O�������0)J$K[\���)a#2���������L)
#2�"��� ���*�u#Q	�H��/���9	��T	����-)����q?���u�"�N���")L�9	J�������c�"�������T���c�������0)

0, ±1
$a_<��}N�^�"��	9�0H��������*)(���

E8×E8
	��"�

�:���"�qH0���q?����HJ	��"�03{$�[\�*�>)"���"����	��"�03��"�F�"�N���")(�a�����;���c�"�������g���O�������0)u	�H��
�������*�q)"��p#o�(?@�����`8����������
?9	������a��)"�`)����>�5+�	*��??����F���")(���c�������0)�$a&/���x�������JA@�p#

α
��)(	��9	��p#o+t���c�"�������T�x�����>�O�(��#

E8×E8
eQ	���)"�FHJ	������03

)�?���*������	�� hyA@���*��)���p#o�(���0H��"���THJ	���HI�9	�����`�*���O�������O��	�����}�$uwE���*)"��3���JA9#Q���'���*)"�I	��*H0�>A����*�`_<��}N�-�������:���O�
w
	�)")"�NH���	��"�037�"�����*�

E8
�"�O���

α =
(

1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2

) 	�??�����03 �"���@����� �����>�c�%+,35���:���*)������9	��
H0���q?=���*���c�")(��#-���*�
)���p#2�a���0H��"���

V SO(10),1 �>�������4�����" @$Pe ?5$76 5 h�$![\�*�
�"�0)�8���L�"�J	�3)

w
(
V SO(10),1

)
=

1

6

(
2, 0, −1, 2, 1, −23

)
.

(
3

2
, −1

4

7
) e ?5$76�>�h

�T�0)�?���"�F���*�C35���{���"���*H0�F�=���,�E�0��� ���*�C�������>���9	��a)���p#2�
V
	��*37���")`�"���I	��"�03 H0��8�c�"����?9	����

w(V )
AB�@�����

�9	0�������*��)I	��:���,�{�0H��
�������*�q	���������I	5$g[\���)
HJ	����=��)"�0���<	�)'#Q�������J�L)�$g6 _<��}N�-�"���I	��������<3�N�0)(�*���
	��{�0H��K�����}`���*�a)"��p#o�JA>�8�K���*�LH0���q?�����"�L)�?9	�H0�>Ac���*H���8*35����g���*�L)����q?���a�"�N���")n��#@���*�'	���������I	5$!Y,��#t	�H��JA
���*�q_<��}N�!�>�"��8?<��)u	��;��)"���:����?���)"� ��#E���*�F	���������I	5$:&/���*H0�>A^)"HJ	���	��
?�"�N358*H��")`	��"���*���g�:�N35�:99�03{$
[\���)����q?�����0)�?9	�������H�8��	�����} ���9	��

V · αi = w(V ) · w(αi)
A!�t$ �>$-���*�]8�c��"�������k�c	�8���U�>�"��8? ��)��*���

�:�N35�:99�031�c}]_<��}O�{�"��	9�0H��������*)�$n6����0)I)a���c�N����8*)'H0���*)"�" O8*���*H0�
��)\���9	��L���*�
������p#Q����34)�?=�0H�����8�m��)\�*���
	����"���"�034�������*���J$

` /3�����)�Fb ���$/E�4�(�/3�������4�� _<�'�9	J���/)"�0���]���F)I�0H�������� 5 $ ;*$@?u���9	��x��	�������H0�(���I	��*)���	��������*)\HJ	��]�9	0���
	��
���
	*8*���*H0�q���;������p#Q����3��:�O3����)J$`.(	��:����}�A=�:�N3����)
�a�*�>)"���c	�8���q���`�@�0335����4��)T�:�N35�:99�03��c}���	�������H0�
���0H��"���")JAB�t$ �>$-��"�����*�����:�O3����)�A-HJ	�� �q���q��HF���*�U�,�=�0H�����#'35��)"H��"���"�]�"���")������P$�_<�]	���)"��?=�����c�"�03 ��8�JA
�*�����������*�����0)")JA9���9	��'���4���*�`HJ	�)"�g��# B

N
������p#2����31�:�N3����)L�a�����*��8�(_S����)"���4�����*�0)JA�����)/HJ	���*���/�NH0H�8�J$

Yb�L#Q�������J�L)/���*�������9	��T	�335����F��	�������H0�`���0H��"���")(�"� B
N
)���p#2�L���0H��"���")(��)(	���	������J�x�03�)�}N�q�:������}4��#!���*�

	�8�"���:����?���)��:)
σV
$

�.� - - b2���n�)bL4
��& � � b 4 �  ! �] ����/ P��/E- � Yb�C��):8*)"89	�����}X	����>8*�03X���9	��])�}O�q�:���������0)]��#
���*�
e2� C5�"���*3�039h(�/}N��N����35��	��>�I	�� HJ	����*����?��"�]	J������3��"�0358�*3*	��*H����0)J$
_S�*���"�J	�)

E8×E8
3�N�0)(�*���(�9	J���

	��c}1)�}N�q�:������}U��#-�����)a�b}O?=�>A
SO(32)

�9	�)'	��'���J	�)��a���*�g)�}N�q�:������}]3� 9*�*�03��c}]���*�g��?=���I	��������
αi ↔

α16−i
Ac�t$ �>$n	T�"��	9�0H��������U���]	
����������HJ	��{	$C5��)KH��"�>)")�����

α8
$![\�*�'�:�O3����)x3�0)"H������@�03C�c}C	�8�"���:����?���)��:)



REf *�� Z ������� M � *N` Z��5� � $ �$*NZ�� �$!�� !�$ ! � * � $V!"` 4 �

V (#) U
fN�0H��"���

T1
fN�0H��"���

T2
fN�0H��"���

?
2(20,6) � 1

2

A
1(1,15)1

A

1(1,15) � 1

16(1,15) 1
4

A

80(1,1) � 3
4

10(1,15) � 1
2

A
6(1,15) 1

2

A

10(1,1) 3
2

A
6(1,1) � 3

2;
2(20,6) � 1

2

A

1(1,15) � 1
A

1(1,15)1

16(20,1) � 3
4

A

32(1,6) � 1
4

10(1,15) � 1
2

A
6(1,15) 1

2

A

10(1,1) 3
2

A
6(1,1) � 3

2

��= B/J�# �/'�% ( +-.�#>@5$! = ;�H 54EF; �
4
;<!$B"� H�;<J�A �&;IAI#0J 3 ;�H*5$:"#

SO(32)
:/#05$#!$; 5$� >C3�5$!6�87/� E*� 56: 3����&�8J =�!

3�D����&#@56!$D B"!$#�= �IAI; E*7C.�= 5�56#0!67"3'$� :"#
U(1)

> :"=�!6� #�3M= !$# E*!6� 5$5$#07G= 3*3$�/B/��7"AI� >@#�30'

���=��}O����<�����)F)�}N�q�:������} ���J	�3X�"����3���c����HJ	��T)�?@�0H����I	7	��*3k�c	�8���1�>�"��8?PAaH0���39*���q����7���*���"���O}k�����)
)�}N�q�:������}�$
&(�J�E�������JA,� 1� 63 3�� -�� � 	!'��� 	�� 1 �B ( 	 �0-��'4 �%� ���
"$�� �� �� 	�� -�� � 	!'��� 	�� 1 �B ( 	���
 1�� 1�� / ( � ���*�yA

	�)/�x�`�*�J��� CN?��	����P$L6/�*�����*���T)�}O�q�:������}4��#n���*�
SO(32)

�(}N��O����35��	��>�I	�� ��)()�?���*���/H0���6�%8�c	��������PA
���9	��]��)JA\���*���"�03� 9*�������������#g���*��)����q?�����"�O���")

α15 ↔ α16
$ �!�����S���*��8�>�S�����)]��?=���I	��������S��)U	

)�}N�q�:������}]��#-���*�g�(}O��N���135��	��>�I	��4A���a��) � 1 =	�)"}O�q�:������}U��#-������p#Q����3)J$n6()L	��4� C	��q?���>A9H0���*)���3���
���*�,B

4
)���p#2�")

V (3) 	��*3 V (4) ��#-�I	�����u��$@=5$![\�*��}]�=�����4���*358*H0�
���*�T8�c��"���������c	�8���
�>�"��8? G4D =
SO(20) × SU(6) × U(1)

e2)I�0�Q9*�*$P?5$@?�hyA�8�L���*�����/�,�a��)��"�03��C	����"���')�?=�0H����I	q35���{���JA9	�)'���N��3���c�'#o�"���
�I	�����,?5$76>$
DE}<8*)�����;�,�{�0H�����������} ���*�0)I�])"}O�q�:���������0)JAK���*�]HJ	��k35��)"H������q���9	��"�4���*�F�O8�u�=���:��#'���*�" O8����	������O�

B
N
�:�N3����)L�a�����*��8�'_W����)"���1�����*�0)�$

Z � �3/E���/ �bF4 /E � 4 ��4�/0� �0/E���/ �bF4
[\�*�qH���	�)")��:99HJ	��������<)"���I	��"���>}�3�0)"H������=�03����������)
)"�0H��������;?@�>)I)"�0)")"�0)(H0�����I	�����#2�J	���8�"�0)g�a���H"�;�C	��������
8*)"�y#28�c�"�(����I	�����	����5)���p#2�^���`�@�0335�����)B��#�B

N
������p#Q����3)J$^DE}gH0���*)�����8*H��������PA����*�E�����}
�"�" O8���"���:���c�n���

���*�')"��p#o�x���0H��"���")K��)K���q?@�>)"�03C�c}q�:�N358��	��x���O��	�����	��*H0�>A5�" @$�e ?5$76�=�h�$n�/�*�/HJ	��]35���"�0H�����}:3���"�����q���*�/���*�
8�c��"�������U�c	�8���/�>�"��8?F�a�����*��8�\�*�0�03]��#{#o8�����*���E���5#Q�����C	��������U	��=��8�x���*�/�C	�)")����0)I)K)�?=�0H�����8�4$!Y,�x��)
	���)"�
)����I	����>�O�%#2�����\	��"3:�"�
�������q���9	��"�a�"�0358�*3*	��*H����0)K���q���*�aH���	�)")��:99HJ	��������P$B&(�J�x�������JAO�����)!�:�����*�N3:	���)"�
�9	�)T)"���:��35�I	0�a�9	�H"�5)J$
Yb��H0���*)���3��������cB

N × B
M
�:�N3����)(���(���*H���8*35����U_W����)I���������*�0)JA{	CH0���q?�����"�

H���	�)")��:99HJ	��������1�"�" O8���"�0)E�"�����c�������g	�335���������9	��{�:�0H"�9	����)"�:)JA)�8*H"�4	�)a	�335����������*�J	��LH0���u����9	��������*)L��#
U(1)
35���"�0H��������*)K�"�T���*�L)���p#2�B���0H��"����e2) h!	��*3�_S����)"���q�����*�0)'e2)"�0�a�>$ �*$ �@T�?��ohy$BYb�q���9	��nHJ	�)"�>A>���*�L�������c	��*H0�

��#B�����)a�:�����*�O34��)a���>)��J$

���� ��� S URW � � ��� �-O � 
���L/O4Y P

_<���9	0����8*)"�03����*�`�:�����*�O3�3�0)"H������=�03�����)I�0H�������� ?5$76`�"�UH���	�)")��p#2}�	����!)���p#o�T���u�=�0335�����)g��#
E8×E8	��*3

SO(32)
�*���"���"������H1������p#Q����3)J$<Yb� �I	����� ?5$ 5 �E�]����)������*�F�O8�u�=���:��#'�:�N3����)��a�����*��8�q_W����)"���

�����*�0)'#2��8�*34#2���'�J	�HI� B
N
������p#Q����3{$\_W������� C5H0��?����������#!���*�g�c8�`�@���T��#n�:�N3����)a#Q���QB

8
+,Y"Y\	��*3 B

12������p#Q����3)JA��8�a�"�0)�8���")E#Q���E���*�
E8×E8

	��>�"�0�T�a�����1���*�>)"�(?�"�0)"���O�"�031���U�"�y#%$ �76 5�5 �,$!_<�(�9	J���
�������:99�03
���9	��q���*�U�"�0)�8���")q����)"�"�03 �*���"�4	��"�1H0�����"�0H��J$kfO���*H0�U�*���C	����

SO(32)
������p#Q����3k�:�N3����)��x���"�1�N�*�J�a�PA

�x�`�9	0���u���*��8�>�c�T���'�E��8��3��=�
8*)"�y#28�|�"�F35��)�?��	0}1���*��� ����	:�x����?9	���� �76 5 ?��,A��a�*���"�g���*�g#2���������a����
3���I	�����)'��#!�J	�H"����#-���*�0)"�g�:�O3����)'	��"�g?�"�J�N��3�03�H

• ���*�
�b�a��)��L���0H��"��� v 	��*3U���*�
�"�N���a��	�������H0� Γ
A5�a���HI��)�?=�0H��:99�0)L���*�T���0���:������}�A

• ���*�g)"��p#o�a���0H��"��� V 	��*31���*�gH0�����"�0)"?@���*35����F�c	�8���
�>�"��8?PA



M �_ �8� � *N` �94 � � � ( ��` ��! � `J� �9��� Z � 4 B
N × B

M
! � * � $ ! ` 4 � R.�

ZN E8 × E8 SO(32)

Z3
= G

Z4
6 5 6�G

Z6
+,Y =�> >�X

Z6
+,Y"Y G36 Kn=

Z7
;FX =�G

Z8
+,Y 6<;F= 6�T�G

Z8
+,Y"Y 6<;FG 6�T�;

Z12
+,Y 6�G�G�T 5�5 T�=

Z12
+,Y"Y 6�G�G�? 5�5�5 ?

��= B/J�# �"' �/( �M;��&."=�!6� 3�;<7 B�#054EM##07 5$:/#F7-� � B�#0!�;�H��87/# � �/��
 = J8#7<5 �
N

3�:"� H�5 3��87 5$:/#
E8×E8

:/#@56#0!6;�5$� >
3456!$��7/� =�7�AC��7 5$:/#

SO(32)
:/#05$#0!6;�56��> 3�5$!6�87"� � � � �,'

• ���*�/�C	����"���aH0���c�"���c�JA*����)��"�03C�O}C)"�0H��"���")JAN���*H���8*35����:	���� U(1)
H"�9	������0)JAN�a�*���"�(�x�(�9	0���T3���*���"�03

���*�`	��*���C	�����8*)'���*�
�O}Ui
1A
$

wE���q?9	�����������*���c8�u�=���")���#E���*�" O8����	������O�
SO(32)

�:�N3����)
�"�U���*�>)"�:��#
E8×E8

A{�E� 9*�*3����9	��
���*�

SO(32)
�*���"���"������Hq)���������1���J	�3)T�"�4	F��	��������u	��:��8�c�u��#E�:�O3����)�$u[\���)
35���{���"���*H0�:HJ	����@�0H0���:�

���q?=�����I	��c�\�p#{_W����)"���F�����*�0)E	��"�'?�"�0)"���c�J$n_<�L�9	0���/���J	����c�E���U)"�0H�������� 5 $@?5$ ;����9	��K���*�/���OHJ	��@)�?=�0H����I	u	��
���*�l90C5�03C?@�����O�")E��#|������p#Q����3F�:�O3����)x�a�����F_S����)"���F�����*�0)xH0�����"�0)�?=���*3U	����E	0}5)E�"�u���*�'�,�a��)��"�03U)�?=�0H����I	
��#���*�n�:�N3����)|�a�����*��8�-_S����)"���u�����*�0)J$^Y,�������*���|�E���"3)JA��p#*���*�K3� 9*�*�0)B	a���NHJ	��O)���p#2�P���0H��"���

Vg
#Q���^�J	�HI�

��#K���*��H0���*)�����8*H�������4�������:���c�")u3���*��������]���*�N90C�03�?=�����c�")�A=���*�����J	�HI�
Vg
eo�a���H"�;���*H���8*3�0)T_S����)"���

�����*�0) hn�9	�)E�"�g�=�/�" O8����	������O�\�"�u���*�(��#|���*�/)"��p#o�x���0H��"���")
V
�E�(�9	0���/�@�y#Q���"�'�*���O�������O��	��=_S����)"���]�����*�0)

	��"�g)��a���"HI�*�034���P$nYb�1�����)L)"���*)"�>A
SO(32)

������p#Q����3)L���J	�34�"�:	�����H"�*���L�>	��������,}1��#B�:�O3����)�$
6 �"���C	����U��)a�������"3���J$nYb�4H���	�)")��p#2}O����:������p#Q����31�:�N3����)L�9	�)"�031�������*�

SO(32)
�*���"���"������Hg)���������*A

�x�g�x���"�g)"���:���*��� )�8��?����)I�03U�c}U���*�
H0���q�:���4?�"�0)"���*H0�g��#!)�?���*���")a�������*�
)�?@�0H����I	5$n_<�T�>�����g)"���:�
3���I	�����)q	��@��8�������)u#2�J	���8�"�F��� 	�??=���*35�:C DT$�[\���)�)�����89	�������� H0���c���I	�)��")��a����� ���*�F?@��?8��	����*���������
���9	��\�����}

E8×E8
������p#2����3)a	�35�q���JA5)I	J}�A

SO(10)
)�?���*���")\	��*3C���*���"�y#Q���"� k�j #t	��q�������0)x��#  O89	����5)E	��*3

����?�"���*)J$ IK���/�x�`�9	0���`�"�F	�35�q���JA����9	��/)�?���*���")T	��"�g�:���"�g#o�"�" O8*���c����}4���*H0��8�O�"���"�03����
E8×E8

���9	��
���

SO(32)
������p#Q����3)JA�a�9	��L�"���*3���")

E8×E8
�:���"�u	������I	�H��������>$

�/8�LH���	�)")"�:99HJ	�����������# B
N
������p#2����3)aH����>)"�0)'���*�
��#^���*�T8�39*���)��*�031�I	�)"�N)\)��I	����"�03�	����"�J	�35}]���U���*�

��	��"�:�����>�O�����0)J$C.(���*�����*�����0)")JAB	UH���	�)")��:99HJ	�������� ��#a	���� B
N
������p#Q����3)g��)T#t	��T#o�"��� �@������48*)I�y#o8�!�p#a���*�

3�N�0)/�*���T���*H���8*3��_S����)"���������*�0)JA@#2���(���*��}��������>�����(#28�����*���
)�}O�q�:������}���"�J	��N3���a�7	��*3{A=�*���*H0�>A=���*�
	�??=�J	��I	��*H0����#x�:�O3����)(�"�0)"���`�������]���*� knj A��a���H"����)JA@�O}4���*�u�\	0}�A=���*������8*��	���� ��#E	��O}�)���8*35}���#
�����)T�N���*3{$g[\�*���"�y#2���"�>A|���*����)'#Q���"H0�03��"� 9*�*3;	C8*)I�y#o8�B�E	J}��"�U)���8*35}�)�}5)��"���C	�����HJ	�����}��:�N3����)T�a�����
_S����)"���1�����*�0)J$

� � � � ��	 ��� ������� 	 �
��� ��� � ��� � � ��� � �
N ×

�
M

� � ���� �������
6�H0���O�O���*H�����]	�??�"��	�H"�4�"�qH���	�)")"�p#o}C������p#Q����3U�:�N3����)a�a�����1_W����)I���]�����*�0)L�E	�) 9*�")��\?�"��?=�>)"�03U���U���*�
H0���c�"� C5�u��# B

3
������p#Q����3)
���;�"�y#�$ �@T�G��,$�[\�*��?�"��?=�>)I	��nH0���*)���)"�")T���7	]�����*������HC	��*)I	���Vq���9	��g3�0)"H������=�0)

	��c} e2)���p#2�/���0H��"���g��� hL_W����)I���������*����#x���"3���T����"�0�>$g6()T� CN?��	����*�03������:���"��3���I	����!����	�??=���*35�:C�6�A
�x� 9*�*3����9	��
�����)g	�??�"��	�HI�7HJ	��<�J	�)�����}��=��� CN�"���*3�03��"�1	��O}����"3���J$��P���
8*)T)�8�q�C	�����VJ�q�*���"����8�
9*�*35�����)J$



R � *�� Z ������� M � *N` Z��5� � $ �$*NZ�� �$!�� !�$ ! � * � $V!"` 4 �

DE}���3���c���p#2}O��������*�>)"�a�:�N3����)x�a�*�>)"�')���p#2�")K	��*3C_W����)"���F�����*�0)n�C	��"HI�U	 #2�"���K���*�'	�H��������U��#{��	�������H0�
���I	��*)���	��������*)L	��*3F_<��}O�=�"��	9�0H��������*)JA5���*� 9*�*3)E���*�T)���p#o�")E��#^���"3���

N,M
	��*3F_S����)"���F�����*�0)\��#^���"3���

Nα
�I	����u	�����OHI�c+Q#Q����� H

Vj = (Vj, � ������� � , Vj, � ������� � , Vj, � ������� � , . . .) ,
e ?5$76�T>	�h

Aα = (Aα, � ������� � , Aα, � ������� � , Aα, � ������� � , . . .) ,
e ?5$76�T���h

�a�*���"�L���*�L����OHI�N)
Vj, � �������
	

	��*3
Aα, � ��������	

	��"�
mi
+,35���:���*)������9	������0H��"���")J$![\�*�')�?=�0H��:99H\#Q����� ��#{���*�0)"�

����NH"�5):3��?@���*3)F���k���*�4���"3���C��#T���*�U�"�0)�?=�0H��������4)���p#2�q���0H��"���
Vj
	��*3 _W����)I���z�����*�

Aα
$k�|���:8*)

3���*���"�q�O}
X � ��������	

	��7	���������I	���}�����NH"����#\	U)���p#2�g���
_W����)I���;�����*�q��#E���"3���
Ñ
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V SO(10),1 SO(10) × SU(2)2 × SO(14) × U(1)2

V SO(10),2 SO(10) × SU(3) × E7 × U(1)2

V E6,1 E6 × E8 × U(1)2

V E6,2 E6 × SU(3) × E7 × U(1)
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���*������?�"�03��"���I	����
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�:�O3����)(�9	J���`�C	��O}�H0���q�:����?�"��?@���������0)
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V SO(10),1 =
(

1
3 , −1

2 , −1
2 , 0, 0, 0, 0, 0

) (
1
2 , −1

6 , −1
2 , −1

2 , −1
2 , −1

2 , −1
2 , 1

2

)
.
e =5$76�h
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E8×E8

��	�������H0�/���0H��"���x�"��)����q?���p#2}:H0���q?8�I	��������*)J$n[\�*�/_W����)I���F�����*�0)\	��"�

Kn=



�3f *�� Z ������� R6� ` !�( ���9��� � � ��� �����$*���$ � !"[ ! � * � $V!"` 4 �

� � #0./!6#3$#07 5 = 5$��; 7 � #&;�(-? � ) �R7 56���41 � #./!�' � #&;�(-?
?

(3,2;1,1)1/6 qi>
(1,2;1,1)−1/2 `i

=
(1,2;1,1)1/2

¯̀
i?

(1,1;1,1)1 ēi?
(3,1;1,1)−2/3 ūiK
(3,1;1,1)1/3 d̄i

;
(3,1;1,1)−1/3 di;

(3,1;1,1)1/6 vi
;

(3,1;1,1)−1/6 v̄i5 X
(1,1;1,1)1/2 s+

i

5 X
(1,1;1,1)−1/2 s−i5

(1,1;1,2)1/2 x+
i

5
(1,1;1,2)−1/2 x−

i

� � #0./!6#3$#07 5 = 5$��; 7 � #=;�(-?
;

(1,2;1,1)0 mi5
(1,2;1,2)0 yi;LK
(1,1;1,1)0 s0

i5 G
(1,1;1,2)0 hiT
(1,1;8,1)0 wi

��= B/J�# �I'�% ( � = 363$J8#�3$3R3$.�#>256!$��� '�� :"# � �"=�7 56� � 7-� � B�#!63 =�!6# 3$:/; E*7GE*� 56: !$#�3�.�#>@5R5$;
SU(3)c ×

SU(2)L × SO(8) × SU(2)
�I5$:/#?:-D-.�#0! > :"=�!6� # ��3 �<��
<#07 B D 5$:/# 3$�/B"36>@!6�8./5'

H"�*�>)I����	�)

A3 =
(
−1

2 , −1
2 , 1

6 , 1
6 , 1

6 , 1
6 , 1

6 , 1
6

) (
10
3 , 0, −6, − 7

3 , −4
3 , −5, −3, 3

)
,

A5 =
(

1
4 , −1

4 , −1
4 ,−1

4 , −1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4

) (
1, −1, − 5

2 , −3
2 , −1

2 , −5
2 , −3

2 , 3
2

)
.
e =5$ 5 h
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SU(5)
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tY =
(
0, 0, 0, − 1

2 , −1
2 , 1

3 , 1
3 , 1

3

) (
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
.
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�>�"��8?�	 #o�"���'H0���q?9	�H����:99HJ	�����������)

GSM × SO(8) × SU(2) × U(1)7 ,
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ēi `j `k
$m[\�*��}

HJ	��l?�"�N358*H0�����*�<3�J�a�
�
�b}O?=�  O89	����S	��*3l����?�"���l�C	�)")"�0)�	�)U�E�����`	�)1����?�"���l�O8�u�=�����N������	�������

���c�"���I	�H��������*)�$Kwx���J	�����}�A�3��?@���*35����g�������*�\)�?=�0H��:99H0)!��#9���*�E��	�H�88� H0���39*�>8�I	��������F	��*3{A�?9	�������H�8��	�����}�A



R6�]� � Z � ! � * � $V!"` 4 ^ � ������� �0�
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d
π0
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=�7"A
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Vi
/?3c(��"���43\ R/?3C/*2-.�#<2

N
(?2-#

7%/*1$�" "2b(?�D1$#%.�+pV −(N − 1)/N ≤ Vi ≤ 1
FA���$#<2-#[35/*2-#WY�&e#B7>(?1��" b(?2" f&r�D "�o "�$#@(?1$��(? "N

V =
1

N

(
− (N − 1)n−(N−1) , −(N − 2)n−(N−2) , . . . , 0n0 , 1n1 , . . . , NnN

) |\qcFD§S~
35/*2C(�JK#%7< -/*2"�Q(?6f�"���43\ >Fmq!�c`$�"`,(?6¦Y� "�$#j#[n]:a/*1$#<1p 

ni
/?3!(?1�#<1p "2"V

i
7%/*`�1U -�C�$/>& 9O(?1pV� "�D9X#%�c "�,(? 

#<1p "2"V8���h2-#<:a#>(? -#%. Du3\/*2s�D1$�" b(?1$7%#WY� "�$#;#<1p "2"V −(N − 1)
(?:�:g#>(?2-�

n−1(N−1)
 "�D9X#%�>F;���$#<2-#[3\/*2-#WY� "�$#

#[nk:g/*1$#<1U -�
ni
(?2-#h�D1p -#<EK#<2-�!�b(? "����3\VU�D1�E

∑

i

ni = 16 .
|\qcF ¡K~

mfn
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 R j ��
�� �/� � � �� �)�"� � � ��� ��j �
: �D1$7%#':,(?�D2"&r���-#h�"�DEW1kL5�$�D:$�r(?2-#!(?6D6�/S&e#%.ZYk&e#h�-#%#l "�,(? f(?6D6,1$#<Ep(? "�DJK#h#<1p "2"��#%�r7>(?1R+g#'9O(*.�#'1$/*1�1$#<Ep(? "�DJK#
(*�c6�/*1�EH(*�X(? I6�#>(*�" ;/*1$#

n−i
���C#<JK#<1�|

i = 1, . . . , N
~[F F!/>&)#<JK#<2>YA�43l "�$#<2-#R���X(?1 /U.�.�1p`�9I+g#<2X/?3

1$#<Ep(? "�DJK#B#<1U "2"��#%�'(?1$.
n0 = 0

Y$/*1$#h1$#<Ep(? "�DJK#I#<1p "2"Vj&r�D6D6w2-#<9O(?�D1wF �)/*9I+��D1��D1�E_+a/* "�t2-#%�"`�6D -�>Y$&e#sEK#< 

V =
1

N

(
(−j)α, 0n0 , 1n1 , . . . , jnj−α, . . . , (N − 1)nN−1

)
, 1 ≤ j ≤ N − 1

|\qIF ¢K~
&r�D "�

α = 0, 1
FA�������'(?1$�b(? "N@7%/*1U b(?�D1$�'�- "�D6D6w�-/*9X#s2-#%.k`�1$.$(?1$7<��#%�>F���(? " "��7%#@ "2b(?1$�"6Q(? "��/*1$�'/?3i "�$#B�"���43� -�

(?9X/*`�1p -�� -/C(*.�.k�D1�E ±1
 -/C(?1j#<JK#<1_1U`�9B+a#<2f/?3�#<1p "2"��#%�r/?3

V
FP�'1$#'7>(?1R "�p`$�f(?:�:�6DV

Vi → Vi − 1
35/*2

(?1o#<JK#<1t1p`�9I+g#<2'/?3i#<1p "2"��#%�r3�`�64=$6D6D�D1�E
Vi > N

2

(?1$.j "�$#<1j�$�D:t "�$#<�D2f�"�DEW1$�SF �eV_ "�����f/*:a#<2b(? "��/*1wY$(Xy
NJK#%7< -/*2"�Q(?6u�-���43� f7>(?1t+a#!=$1,(?6D6DVt#[n]:�2-#%�-�b#%.j+pV

V =
1

N

(
(±j)α,−(N − j)β , 0n0 , 1n1 , . . . , (N − j)n(N−j)−α−β, . . . ,

(
N

2

)n N
2

)
,

|\qcF @U~

&r�$#<2-#
α, β = 0, 1

�"`$7b�o "�,(? 
α + β = 0, 1

(?1$.
j
7>(?1t b(?�K#s "�$#sJW(?6D`$#%� {N

2 + 1, . . . , N − 1} Fq!�l(;�"��.�#@2-#<9O(?2"�gY,`$�"�D1�EO "�$#@�-���43� 
V
/?3
#%��F�|\qcF @U~f(?1$.o "�$#

SO(32)
�"�D9;:�6�#B2-/U/* -�

αi
:�2-/>J]��.�#%.

�D1� b(?+�6�# KCF ,]Y�/*1$#O7>(?1 7%/*9;:�`� -#
αi · V

F : �D1$7%#_ "�$/W�-#X2-/]/* -�B&r�D "�
αi · V 6= 0

(?2-#X:�2-/ 2 #%7< -#%.�/*`� 
&r���D6�#c "�$#C/* "�$#<2-�!3\/*2"9� "�$#9K!VU1��]�D10.k�Q(?EW2b(?9 /?3e "�$#I`�1U+�2-/*�K#<1Ep(?`�EK#CEW2-/*`�: G4D

YZ/*1$#I=$1$.��! "�,(? 
 "�$#@�"V]9;9X#< "2"VR+�2-#>(?�].�/S&r1��D1$.k`$7%#%.t+UVt(cEK#<1$#<2"��7BJK#%7< -/*2"�Q(?6��"���43\ f/?3

SO(32)
/*2"+��435/*6�.��f���fEW�DJK#<1o+pV

SO(32) −→ SO(2n0) × U(n1) × . . . × U(n(N
2
−1)) × SO(2nN/2) ,

|\qcF 0K~
2-#%7>(?6D6D�D1�EO "�,(? 

U(n) = SU(n) × U(1)
F

� P ��� ^Ch.Z0\t^IOba �dc ^`efX[gLObh.i
N j�k T�h

q'1�(?1,(?6�/*EK/*`$�I(?1,(?6DVk�"���s -/t "�,(? @:�2-#%�b#<1p -#%.H�D1 "�$#X:�2-#<JU��/*`$�@7>(*�b#;6�#>(*.��s -/t "�$#;7%/*1$7<6D`$�"��/*1� "�,(? I(
EK#<1$#<2"��7@�":��D1$/*2"�Q(?6i�"���43\ �7>(?1�+g#h&r2"�D " -#<18(*�

V =
1

2N

(
(±j)α,−(2N − j)β , 1n1 , 3n3 , . . . , (2N − j)n(2N−j)−α−β, . . . , (N − 1)nN−1

)
,
|\qcF ?K~

&r�D "�
j ∈ {N + 1, N + 3, . . . , 2N − 1} FCd^ !���@(?Ep(?�D11$/* s�,(?2-.8 -/t7%/*1k=$2"9  "�,(? B(j�"���43� hJK#%7< -/*2@/?3

 "�����r�]�D1$.t6�#>(*.��r -/; "�$#h+�2-#>(?�]�D1�E

SO(32) −→ U(n1) × U(n3) × . . . × U(nN−3) × U(nN−1) .
|\qcF ,W~

V P
N
� i i

���$#sEK#<1$#<2b(?6Z35/*2"9 /?3� "�$#@�"���43\ rJK#%7< -/*2-�l7-�,(?1�EK#%�'�"6D�DEW�p "6DVKFP{u�D2-�- >Y,(*�f#[nk:�6Q(?�D1$#%.t�D1t2-#[3�F >D§ ,*¡�AxY$�D1o "�����7>(*�-#c�D h���s#<1$/*`�EW� -/t.�#< -#<2"9;�D1$#;#<�D "�$#<2s "�$#CJK#%7< -/*2"�Q(?6A/*2h "�$#;�":��D1$/*2"�Q(?6A�"���43\ -�>Ya�"�D1$7%#C/*1$#;�":��D1$/*2"�Q(?6�"���43\ ;7>(?1 (?6D&)(%Vk�X+a#R "2b(?1$��35/*2"9X#%.��D1p -/H(0JK#%7< -/*2"�Q(?6l/*1$#j+UV� "�$#o(*7< "��/*1z/?3'GH#<V]6r2-#[�,#%7< "��/*1$�O(?1$.6Q(? " "��7%#'JK#%7< -/*2-�>F �e�$/U/W�-�D1�EI "�$#'JK#%7< -/*2"�Q(?6g3\/*2"9oYU&e#!/*+� b(?�D1j "�$#r35/*6D6�/>&r�D1�E;�"���43\ PJK#%7< -/*2r/?3�/U.�._/*2-.�#<213

V =
1

N

(
(±j)α,−(N − j)β , 0n0 , 1n1 , . . . , (N − j)n(N−j)−α−β, . . . ,

(
N − 1

2

)n
(N−1

2 )
)

, ����� ���
&r�$#<2-#

j ∈ {N+1
2 , N+3

2 , . . . , N} FA���$#s2-#%�"`�6D "�D1�E;35/*`�2f.k�D9X#<1$�"��/*1,(?6uEp(?`�EK#sEW2-/*`�:o���

SO(32) −→ SO(2n0) × U(n1) × . . . × U(n(N−3
2 )) × U(n(N−1

2 )) .
|\qcF ¨K~
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���$#m�"���43� -�_/*+� b(?�D1$#%.}+pV� "�$#m(?1$���? "N>#oEW�DJK#<1}�D1 #%�U�SF'|\qcF @U~¦Tg|\qIF *K~O(?2-#t3\`�2" "�$#<2_2-#%�" "2b(?�D1$#%.z+pV
NV ∈ Λ

(?1$.j "�$#s2-#%�U`��D2-#<9X#<1p l "�,(? f3\/*6D6�/S&f�r3\2-/*9 �D1pJW(?2"�Q(?1$7%#B/?3� "�$#@/*2"+��43\/*6�.o:,(?2" "�D "��/*1o3\`�1$7< "��/*1�3

N
(
V 2 − v2

)
= 0

9X/].
2

|\qIFD§>©K~
35/*2u(�EW�DJK#<1B ^&r���" �JK#%7< -/*2

v
/?3�/*2-.�#<2

N
Fi�'1�6DVs "�$/W�-#P�"���43� -���b(? "����3\VU�D1�Ef "�$#%�b#A7%/*1$.k�D "��/*1$�i(?2-#e7%/*1$�"���" -#<1U 

&r�D "�O/*2"+��435/*6�.O7%/*9;:,(*7< "�4=,7>(? "��/*1$�>FP���$#l(?1$�b�? "N>#B|\qcF @U~xTg|\qcF *K~�7%/*1$�" "�D "`� -#WYk(*�
&e#r&r�D6D6��-#%#r�D1X "�$#r1$#[nk 
�-#%7< "��/*1wY� "�$#@+,(*�"��7s7%/*1$�" "2"`$7< "�D1�EO+�6�/]7-�k�f/?3�EK#<1$#<2b(?6�y

N × y
M
�"���43� -�f(?1$.oGz�D6��-/*1�6D�D1$#%�>F

����� � � *
	=*�1��6; � 	#3� &��
�!/>&�&e#8(?2-#o�D1}:g/W�"�D "��/*1z -/H:�2-/*:a/W�-#8(?1}(?1$�b(? "N0&r����7-�¥7%/>JK#<2-�t(?6D6h/*2"+��43\/*6�.��>Y��D1$7<6D`$.k�D1�E G}�D6��-/*1
6D�D1$#%�>F �)/*1$�"��.�#<2s(;9X/].�#<6i&r�D "�0(;EW�DJK#<18�"���43\ fJK#%7< -/*2

V
Ffd^1$.�#<:g#<1$.�#<1U "6DV�/?3
&r�$#< "�$#<2

V
+g#<6�/*1�EK�' -/

(?1
E8×E8

/*2C(?1
SO(32)

/*2"+��435/*6�.ZYiGH#<VU6e2-#[�,#[n]��/*1$�C(?1$.H6Q(? " "��7%#O "2b(?1$�"6Q(? "��/*1$�c(?6D6�/S&  -/�9O(?�K#X�D -�
#<1p "2"��#%�f(*���"9O(?6D6Z(*�):g/W�b�"�D+�6�#!(?1$.R -/IEp(? "�$#<2� "�$#<9��D1j+�6�/]7-�k�

V ����������� Y 2 `$�- �(*�)�D1R "�$#h(?1$���? "N>#c|\qcF @U~xT|\qcF *K~E3
V =

1

N
(V ��������� M , V ����������� , V ���������! , . . .) ,

|\qIFD§W§S~
&r�$#<2-#R#>(*7-� �"`�+pJK#%7< -/*2

V �"��������� 7%/*1p b(?�D1$� mi
��.�#<1U "��7>(?6��D1p -#<EK#<2;/*2B�,(?643�L¦�D1p -#<EK#<2;#<1p "2"��#%�SY
�"`$7-�� "�,(? 

∑
i mi = 16

FC�'`�2h b(*�"�m���h "�$#<18 -/O=$1$.H(_`�1��DJK#<2-�b(?6A�b#%7%/*1$.�"���43� 
V2

/?3e/*2-.�#<2
M
Ya�D1 "�$#C7>(*�-#C/?3

y
N × y M

/*2"+��435/*6�.��>Y�/*2�#*(?1$.j "�$#!EK#<1$#<2b(?6a3\/*2"9 /?3�(BG}�D6��-/*1j6D�D1$#
Aα

/?3i/*2-.�#<2
Nα

Y] "2"V]�D1�Ec -/X(>JK/*��.
2-#%.k`�1$.$(?1$7<��#%�X(? c9O(Mn]�D9I`�9oFm{�2-/*9� "�$#_+�6�/U7b�pLx�- "2"`$7< "`�2-#_/?3l "�$#R�"���43\ BJK#%7< -/*2>Y�&)#_7>(?1 #[n]:a#%7< 

V2(?1$.
Aα

(?6��-/C -/C+a#s�":�6D�D " -#%.t�D1o+�6�/]7-�k�f/?3�6�#<1�EW "�
mi

(*�

V2 = (V2, �"������� M , V2, ���������$� , V2, ���������! , . . .) ,
|\qIFD§>¡W(K~

Aα = (Aα, �"������� M , Aα, ����������� , Aα, ���������$ , . . .) .
|\qIFD§>¡?+�~

�������A&)/*`�6�.X9X#>(?1_ "�,(? P#>(*7-�_+�6�/U7b�
V2, ���������!�

(?1$.
Aα, �����������

���A�D1$.�#<:a#<1$.�#<1p �(?1$.X7>(?1wYp "�$#<2-#[35/*2-#WYK+a#
.�#%�-7<2"�D+a#%.��-#<:,(?2b(? -#<6DVKF'dx10/* "�$#<2'&)/*2-.��>Y�&e#I�,(%JK# 2 `$�" l -/X=$1$.0(?10(?1$�b(? "NI3\/*2h(X�"`�+UJK#%7< -/*2

V2, �����������/*2
Aα, ���������$�

/?3i "�$#h7%/*2"2-#%�":g/*1$.k�D1�E_/*2-.�#<2B|
M

/*2
Nα
~�(?1$.R "�$#<1t -/X(?:�:�6DV_�D f7%/*1$�-#%7<`� "�DJK#<6DVR/SJK#<2'(?6D6

+�6�/]7-�k�>F
d^18 "�$#I:�2-#<J]��/*`$�s�-#%7< "��/*1wYZ&)#C�,(%JK#;�-#%#<18 "�,(? h "�$#X(?1$�b�? "N>#t|\qcF @U~xTg|\qIF *K~'.�#%�-7<2"�D+a#c "�$#C9;�D1��D9O(?6

35/*2"9«/?3�('�"���43\ u/?3,/*2-.�#<2
N
Fi���$#<VB7>(?1I+a#A`$�b#%.B�D1C/*2-.�#<2u -/'+�`��D6�.I "�$#P+�6�/]7-�k�

V2, ���������!�
(?1$.

Aα, �����������
Y

+pVj2-#<:�6Q(*7<�D1�E
N
+pV

M
/*2

Nα
(?1$.�.�#<9O(?1$.k�D1�EO "�,(? 

∑

j

nj = mi
|\qcFD§>¢K~

35/*2@#>(*7-��+�6�/]7-�aFCGH#;�,(>JK#_(*.�.k�D "��/*1,(?6D6DV8 -/tEW`,(?2b(?1p -#%#O "�,(? @ "�$#;JK#%7< -/*2-�I/*+� b(?�D1$#%.�D1H "�����s&�(%V6D��#
/*1� "�$#O6Q(? " "��7%#

Λ
Yi�¦F #WFi/*1$#R�,(*�B -/m�D9;:g/W�b#

MV2, NαAα ∈ Λ
F0�������I7%/*1$.k�D "��/*1��D9;:�6D��#%�c "�,(? >Yi35/*2

#<JK#<1
N
Y](?6D6�+�6�/U7b�]�P9B`$�" )+a#f/?3w "�$#l�b(?9X#l xV]:g#c|\#<�D "�$#<2PJK#%7< -/*2"�Q(?6a/*2e�":��D1$/*2"�Q(?6 ~[F �e6�#>(?2"6DVKY](*.k9;���-�-�D+�6�#

/*2"+��435/*6�.j9X/U.�#<6��f(?2-#h/*1�6DVO "�$/W�b#'&r�D "�o�-���43� S|\��~)(?1$.RG}�D6��-/*1j6D�D1$#%�)3�`�64=$6D6D�D1�E; "�$#!9X/].k`�6Q(?2r�D1pJW(?2"�Q(?1$7%#
7%/*1$.k�D "��/*1$�f:�2-/SJU��.�#%.��D1�#%�gFw|5¡kF @p¡K~<F
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SO(32)
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/*2"+��435/*6�.7%/*9;:,(*7< "�4=,7>(? "��/*1$�>Y�6�#>(*.k�D1�E� -/j "�$#;�-/*9X#<&r�,(? @1,(=<5JK#;7%/*1$7<6D`$�"��/*1H "�,(? >Yw�43)�":��D1$/*2-�@7>(?1+a#
35/*`�1$.j3�2-/*9  "�$#

SO(32)
�$#< -#<2-/* "��7@�" "2"�D1�E_(? '(?6D6¦Yk "�$#<Vj9I`$�" '(?:�:a#>(?2r�D1m(C�p`��D -#@`�1�1,(? "`�2b(?6�&)(>VKF
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SO(32)

/*2"+��435/*6�.�7%/*1$�" "2"`$7< "��/*1$�
�,(*�c+g#%#<1�2-#<J]�DJK#%. >D§ ,*¢kY?§ ,�@BAxFmd^1� "�$#_7>(*�-#R/?3hy

N
/*2"+��435/*6�.��>YA(m7%/*9;:�6�#< -#R7<6Q(*�b�"�4=,7>(? "��/*1�/?3lEp(?`�EK#
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6 (0, 1, 2, −3) 3A3 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ 0, A3 ≈ A4

�%$ � SU(3) × SO(8) 1
6 (0, 2, 1, −3) 3A1 ≈ 2A5 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ 0, A5 ≈ A6

� � � SU(3) × SO(7) × SU(2) 1
6 (0, 2, 1, −3) 3A1 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ 0

� � � SU(6) × SU(2) 1
6 (0, 2, 1, −3) 6A1 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ A5
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� �%�J�rs{��} Γ����� }�¥�pA� � �yqG}�x � � � �	� � ��
 � �� �

� 1 � 2 � (−1/2,0) φ § ¦ ¦ ¦
� 1 � 2 � (1/2,0) φ̄ § ¦ ¦ ¦
� 3 � 1 � (1/3,−1/3) d̄ § ¨ ¨ ¨
� 3 � 1 � (−1/3,1/3) d � � � �
� 1 � 2 � (−1/2,−1) ` § ¨ ¨ ¨
� 1 � 2 � (1/2,1)

¯̀ � � � �
� 3 � 2 � (1/6,1/3) q ¨ ¨ ¨ ¨
� 1 � 1 � (1,1) ē ¨ ¨ ¨ ¨
� 3 � 1 � (−2/3,−1/3) ū ¨ ¨ ¨ ¨
� 1 � 1 � (0,1) n̄, η̄ ¦ � � § � § � ¦
� 1 � 1 � (0,−1) n, η ��� ��� ��� �
� 1 � 1 � (0,0) h, s0, w ��� ��� ��� � ¦
� 1 � 1 � (0,−2) χ1 � � � �
� 1 � 1 � (0,2) χ2 � � � �
� 1 � 1 � (0,1/2) f̄ ��� � � �
� 1 � 1 � (0,−1/2) f ��� � � �

� �%�J�rs{��} Γ����� }�¥~pA� � �yqG}�x � � � �	� � ��
 � �� �

� 1 � 1 � (1/2,1) s+, x+ � § � § � § ���
� 1 � 1 � (−1/2,−1) s−, x− � § � § � § ���
� 1 � 1 � (1/2,0) s+ � � � �
� 1 � 1 � (−1/2,0) s− � � � �
� 1 � 1 � (1/2,2) s+ ¦ ¦ ¦ ¦
� 1 � 1 � (−1/2,−2) s− ¦ ¦ ¦ ¦
� 3 � 1 � (−1/3,−2/3) δ ¨ � � �
� 3 � 1 � (1/3,2/3) δ̄ ¨ � � �
� 3 � 1 � (−1/6,2/3) v̄ ¦ ¦ ¦ �
� 3 � 1 � (1/6,−2/3) v ¦ ¦ ¦ �
� 3 � 1 � (−1/6,−1/3) v̄ ¦ ¦ ¦ ¦
� 3 � 1 � (1/6,1/3) v ¦ ¦ ¦ ¦
� 1 � 2 � (0,−1) m ¦ ¦ ¦ ¦
� 1 � 2 � (0,1) m ¦ ¦ ¦ ¦
� 1 � 2 � (0,0) y § § § §

� ��&'"�� � � �')�� �'"�
��7'"���*�
�� � ,-
�4'�����! ��#" � � � ,-
�4'� ��. &�5, � " � / �"�����  � 
�4�� � $# � . � � 
 � � � ������&'"��
� ��� 73���:
�% ���<
� ��� "��<
�
���*�+� � ,'&

6 / 0�0 ��� 4��24' ��� � � / ���#�:
 ��.)( ��� � 
 � � � � � & � . � 4��+*�� & ��� � ��� 5
�
�� � �
� 4'� "���&3�#"�� � �  � �* � � � �
�4 
�4 � ��� � ,3
���&'"�� � �,� � ����� � � �'� 
��#� 
�4'� ,%���*
 ��. �>#��&�"�� "���
�
����� G2×SU(3)×
SO(4) �.- � 
�� 
�43�<
 � ��� � 7��� . � � , ��6 � 
����� � �����7'7 �#� .  � �'��� ,%���:
 ��. �>+��&'"��-"���
�
���*�+� �%$-90/ 9 � � �



� ���������	��
 �

� �
 ���f���
� � � 
 ��� �

P
?_K ��(? " "��7%#

Γ
�)/*1$.k�D "��/*1$�'/*1t "�$#sG}�D6��-/*1t6D�D1$#%�

y
3 SU(3)3 3A1 ≈ 3A3 ≈ 3A5 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4, A5 ≈ A6y
4 SU(4)2 4A1 ≈ 4A4 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3, A4 ≈ A5 ≈ A6

SU(4) × SO(5) × SU(2) 4A1 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A3 ≈ A4, A4 ≈ 0

SO(5)2 × SU(2)2 2A2 ≈ 2A4 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A3 ≈ 0y
6
Lxd

G2
2 × SU(3) 3A5 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ 0, A5 ≈ A6y

6
Lxd-d

SU(6) × SU(2) 6A1 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ A5

G2 × SU(3) × SU(2)2 3A3 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ 0, A3 ≈ A4

SU(3) × SO(8) 3A1 ≈ 2A5 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ 0, A5 ≈ A6

SU(3) × SO(7) × SU(2) 3A1 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ 0y
7 SU(7) 7A1 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6y

8
Lxd

SO(9) × SO(5) 2A4 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A5 ≈ 0y
8
Lxd-d

SO(10) × SU(2) 2A4 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ 0, A4 ≈ A5

SO(9) × SU(2)2 2A4 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ 0y
12
Lxd

E6 3A1 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ A5, A6 ≈ 0

F4 × SU(3) 3A5 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ 0, A5 ≈ A6y
12
Lxd-d

F4 × SU(2)2 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ 0

� ��&'"�� � ��(�)  �"�� ��� "� � �#�-� . � � ��� ��
 . �� � � �  � ��. &'5, � " � � ��� 7����:
�$ 3�#�<
� ��� � � �'� 
 � 
�4'� � ��� 7����*
� / 3����
� ��� "���
�
���*�
Γ � � 4�� � � � & � "��≈ � � �#� � � � ( �' *<��"�� � ��� �'7 
 � 
 . � � ��"��<
� ��� �  � 
�4'� ��������� "���
�
�����

Λ 9 
�4 ��� NαAα ≈ 0
� �#� � �-
�4���


NαAα ∈ Λ ��� ��� � , . � ( �'� � 
 
�� 7 � �  � 
�4'� � � .�. � � 
 "��
�� . ��
 � . �
4��+*��-& ��� � � ��.�. �+�:
�� � 4'� . � �

§W§10



� �9� � 
 
 j�� ������� � ��� � �	�"�%�G� 
 � ��� j �

P
��� �	��
�
�����

Γ / ����� �
� ��� � ��� 
�4'�  �"�� ��� "� � �+�
&

2 ×
&

2 SU(2)6 2A1 ≈ 2A2 ≈ 2A3 ≈ 2A4 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0

SU(3) × SU(2)4 �

SU(3)2SU(2)2 �

SU(4) × SU(2)3 �

SU(4) × SU(3) × SU(2) �

SU(4)2 �

SU(3)3 �
&

2 ×
&

4 SU(2)2 × SO(5)2 2A1 ≈ 2A2 ≈ 2A4 ≈ 2A6 ≈ 0; A3 ≈ A5 ≈ 0
&

2 ×
&

6 / 0 SU(2)2 × SU(3) × G2 2A1 ≈ 2A2 ≈ 0; A3 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6 ≈ 0
&

2 ×
&

6 / 0�0 G2
2 × SU(3) A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6 ≈ 0

&
3 ×

&
3 SU(3)3 3A1 ≈ 3A3 ≈ 3A5 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4, A5 ≈ A6

E6 3A1 ≈ 3A3 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6&
3 ×

&
6 SU(3) × G2

2 3A1 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6 ≈ 0
&

4 ×
&

4 SO(5)3 2A2 ≈ 2A4 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A3 ≈ A5 ≈ 0
&

6 ×
&

6 G3
2 A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6 ≈ 0

� ��&'"�� � � �') / ��� ��
 . �� � 
 � ��� 
�4'�  �"�� ��� "� � �+� � , &
N × &

M
��. &'�, � " � � � � 4�� �'� 
��<
� ��� �� 
�4��-��� � ����  � 
���&�"��2� ��( �

&
N
��. &'�, � " � � &

N × &
M

��. &'�, � " � �
� �  � 
 � .�� �'7

P �	� ���
 *��#�*
 ��. v
� �  � 
 � .�� ��7

P �	� ���
)*��#�*
 ��. v1 �	� ���
)*��#�*
 ��. v2

&
3

1
3 (0, 1, 1, −2)

&
2 ×

&
2

1
2 (0, 1, 0, −1) 1

2 (0, 0, 1, −1)
&

4
1
4 (0, 1, 1, −2)

&
2 ×

&
4

1
2 (0, 1, 0, −1) 1

4 (0, 0, 1, −1)
&

6 /10 1
6 (0, 1, 1, −2)

&
3 ×

&
3

1
3 (0, 1, 0, −1) 1

3 (0, 0, 1, −1)
&

6 / 0�0 1
6 (0, 1, 2, −3)

&
2 ×

&
6− 0 1

2 (0, 1, 0, −1) 1
6 (0, 0, 1, −1)

&
7

1
7 (0, 1, 2, −3)

&
2 ×

&
6− 0�0 1

2 (0, 1, 0, −1) 1
6 (0, 1, 1, −2)

&
8 /10 1

8 (0, 1, 2, −3)
&

4 ×
&

4
1
4 (0, 1, 0, −1) 1

4 (0, 0, 1, −1)
&

8 / 0�0 1
8 (0, 1, 3, −4)

&
3 ×

&
6

1
3 (0, 1, 0, −1) 1

6 (0, 0, 1, −1)
&

12 /10 1
12 (0, 1, 4, −5)

&
6 ×

&
6

1
6 (0, 1, 0, −1) 1

6 (0, 0, 1, −1)
&

12 /10�0 1
12 (0, 1, 5, −6)

� ��&'"��2� � �') � � ���
)*��+�:
 ��. � , ��. & N
� ��� &

N × &
M

��. &'�, � " � � �



� ��

V (#) � �tsvu �d� }����ro�p V §�� �'�y�t�y}��ypro'�~¥ G4D U �J}����ro�p T2 �J}����royp
� ( 08 )( 08 ) E8 × E8 27 × 9(1, 1)

�
“

2
3
, 1

3

2
, 06
”“

08
”

E6 × SU(3) × E8 3(27, 3, 1) 27 × 1(27, 1, 1)

27 × 3(1, 3, 1)

¦ “
2
3
, 1

3

2
, 06
”“

2
3
, 1

3

2
, 06
”

E6 × SU(3) × E6 × SU(3) 3(27, 3, 1, 1) 27 × 1(1, 3, 1, 3)

3(1, 1, 27, 3)

¨ “
2
3
, 07
”“

1
3

2
, 06
”

SO(14) × E7 3(64, 1)

3(14, 1) 27 × 1(14, 1)

3(1, 56) 27 × 4(1, 1)

3(1, 1)

§ “
1
3

4
, 2

3
, 03
”“

2
3
, 07
”

SU(9) × SO(14) 3(84, 1)

3(1, 64) 27 × 1(9, 1)

3(1, 14)

� ��&'"�� � � �3) � � � ������&'"�� ��4'5, 
 *��+�:
 ��. � � ��� � ��.�. �#��7 �����  � � � �<
�
�� . � ��� 
�� � 
 , ��. 
�4'� &
3
��. &'�, � " � � ,


�4'�
E8 × E8

4'�*
�� .�� 
��� ��
 .  � � �

V (#) � ��� ������� �	����
 V ���������� � � 
 � � � G4DM 1
4

`
12, 2, 013

´
SO(26) × SU(2) × U(1)A × U(1)

� 1
4

`
12, 23, 011

´
SO(22) × SU(4) × SU(2) × U(1)

 1
4

`
16, 010

´
SO(20) × SU(6) × U(1)A

� 1
4

`
15, 3, 010

´
SO(20) × SU(6) × U(1)A� 1

4

`
12, 25, 09

´
SO(18) × SO(10) × SU(2) × U(1)A� 1

4

`
16, 22, 08

´
SO(16) × SU(2)2 × SU(6) × U(1)A� 1

4

`
12, 27, 07

´
SO(14) × SO(14) × SU(2) × U(1)� 1

4

`
16, 24, 06

´
SO(12) × SO(8) × SU(6) × U(1)A� 1

4

`
110, 2 , 05

´
SO(10) × SU(10) × U(1)A × U(1)M�� 1

4

`
110, 23, 03

´
SU(4)2 ××SU(10) × U(1)MAM 1

4

`
114, 02

´
SU(2)2 × SU(14) × U(1)M � 1

4

`
113, 3, 02

´
SU(2)2 × SU(14) × U(1)AM  1

8

`
114, � 1, 3

´
SU(15) × U(1)A × U(1)M � 1

8

`
110, � 1, 35

´
SU(11) × SU(5) × U(1)A × U(1)M � 1

8

`
16, � 1, 39

´
SU(7) × SU(9) × U(1)A × U(1)M � 1

8

`
12, � 1, 313

´
SU(3) × SU(13) × U(1)A × U(1)

� ��&'"�� � ���8)�� "�" � � � ������&�"�� ��4'5, 
 *��#�*
 ��. �-, ��. 
�4'� &
4
��. &'�, � " � � , 
�4'�

SO(32)
4'��
�� .�� 
��� ��
 .  � � �

� 4'�, 
"*��#�:
 ��. � "��#� �  � � 
 � 
�4'� ��� � �2, � � . / �  � � � �� ��� ��" � � ����� � .�� �'7 � ��.�. �+��7 ����� 
 � � � � ��"�� � �
�4� $# � . � � 
 � �<
�
�� . � ��� 
�� � 
 � � � . 
�4'� .=� �*
����"��=� . �-7 .�� *  � � �  � � � . � ��&���5
���� (+� �! �
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 j�� ������� � ��� � �	�"�%�G� 
 � ��� j �

�'2"+��435/*6�. �u/*2-�"��/*1
ε
: ���43\ rJK#%7< -/*2

V1
: ���43� lJK#%7< -/*2

V2

y
2 ×

y
2 1

(
1
2 , 0,−1

2 , 0, 0, 0, 0, 0
) (

0, 1
2 ,−1

2 , 0, 0, 0, 0, 0
)

−1
(

1
2 ,−1,−1

2 , 1, 0, 0, 0, 0
) (

1, 1
2 ,−1

2 , 0, 1, 0, 0, 0
)

y
2 ×

y
4 1

(
0, 1

2 ,−1
2 , 0, 0, 0, 0, 0

) (
1
4 , 0,−1

4 , 0, 0, 0, 0, 0
)

−1
(
2, 1

2 ,−1
2 , 0, 0, 0, 0, 0

) (
1
4 ,−1,−1

4 , 1, 0, 0, 0, 0
)

y
2 ×

y
6
Lxd

1
(
0, 1

2 ,−1
2 , 0, 0, 0, 0, 0

) (
1
6 , 0,−1

6 , 0, 0, 0, 0, 0
)

−1
(
3, 1

2 ,−1
2 , 0, 1, 0, 0, 0

) (
1
6 ,−1,−1

6 , 1, 0, 0, 0, 0
)

y
2 ×

y
6
Lxd-d

1
(

1
2 , 0,−1

2 , 0, 0, 0, 0, 0
) (

1
6 , 1

6 ,−1
3 , 0, 0, 0, 0, 0

)

−1
(

1
2 , 3,−1

2 , 1, 0, 0, 0, 0
) (

−5
6 , 7

6 ,−1
3 , 1, 1, 0, 0, 0

)
y

3 ×
y

3 1
(

1
3 , 0,−1

3 , 0, 0, 0, 0, 0
) (

0, 1
3 ,−1

3 , 0, 0, 0, 0, 0
)

e2πi
1
3

(
1
3 ,−1,−1

3 , 1, 0, 0, 0, 0
) (

1, 1
3 ,−1

3 , 0, 1, 0, 0, 0
)

e2πi
2
3

(
1
3 ,−2,−1

3 , 0, 0, 0, 0, 0
) (

2, 1
3 ,−1

3 , 0, 0, 0, 0, 0
)

y
3 ×

y
6 1

(
0, 1

3 ,−1
3 , 0, 0, 0, 0, 0

) (
1
6 , 0,−1

6 , 0, 0, 0, 0, 0
)

e2πi
1
3

(
2, 1

3 ,−1
3 , 0, 0, 0, 0, 0

) (
1
6 ,−1,−1

6 , 1, 0, 0, 0, 0
)

e2πi
2
3

(
4, 1

3 ,−1
3 , 0, 0, 0, 0, 0

) (
1
6 ,−2,−1

6 , 0, 0, 0, 0, 0
)

y
4 ×

y
4 1

(
1
4 , 0,−1

4 , 0, 0, 0, 0, 0
) (

0, 1
4 ,−1

4 , 0, 0, 0, 0, 0
)

i
(

1
4 ,−1,−1

4 , 1, 0, 0, 0, 0
) (

1, 1
4 ,−1

4 , 0, 1, 0, 0, 0
)

−1
(

1
4 ,−2,−1

4 , 0, 0, 0, 0, 0
) (

2, 1
4 ,−1

4 , 0, 0, 0, 0, 0
)

−i
(

1
4 ,−3,−1

4 , 1, 0, 0, 0, 0
) (

3, 1
4 ,−1

4 , 0, 1, 0, 0, 0
)

y
6 ×

y
6 1

(
1
6 , 0,−1

6 , 0, 0, 0, 0, 0
) (

0, 1
6 ,−1

6 , 0, 0, 0, 0, 0
)

e2πi
1
6

(
1
6 ,−1,−1

6 , 1, 0, 0, 0, 0
) (

1, 1
6 ,−1

6 , 0, 1, 0, 0, 0
)

e2πi
1
3

(
1
6 ,−2,−1

6 , 0, 0, 0, 0, 0
) (

2, 1
6 ,−1

6 , 0, 0, 0, 0, 0
)

−1
(

1
6 ,−3,−1

6 , 1, 0, 0, 0, 0
) (

3, 1
6 ,−1

6 , 0, 1, 0, 0, 0
)

e2πi
2
3

(
1
6 ,−4,−1

6 , 0, 0, 0, 0, 0
) (

4, 1
6 ,−1

6 , 0, 0, 0, 0, 0
)

e2πi
5
6

(
1
6 ,−5,−1

6 , 1, 0, 0, 0, 0
) (

5, 1
6 ,−1

6 , 0, 1, 0, 0, 0
)

� ��&'"�� � � � ) & N × &
M
� �8� �#"�� � �
�4 � ���� . ��
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 ��. �� ��� � ��� ��
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�� 
�4'� 
 ��. �� ��� 7'4������

,%���*
 ��. ���
ε = e−2πi V2·∆V1 � � 4'� � ��� 7 ��� � � 
�� � ,�
�4'� ��4'�, 
�� � �
�4' � 
�4�� ���+� ���3�

E8
��"�" *<� � ���4 �

� 4'�� . �#� �'"�
 ��"�� � ��7'7'"���#� 
 � ��. &'�, � " � � �8� ��"��  � � � � � � �*9 � 4'� . � 
�4'� ���#� ����� 4���"�, � , 
�4�� ��4'�, 

*��+�:
 ��. ��"�� � *<� � ���4��#� �



� ���

� s�|2¥~x{}�pro:oy�r�doyu SO(32)

α1 � (1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α2 � (0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α3 � (0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α4 � (0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α5 � (0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α6 � (0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α7 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α8 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α9 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α10 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0)

α11 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0)

α12 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0)

α13 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0)

α14 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0)

α15 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1)

α16 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1)

¤~�t�_z~�y|2}��:�f��xt�4}�s��y�[�r�.oyu SO(32)

α∗
1 � (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
2 � (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
3 � (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
4 � (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
5 � (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
6 � (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
7 � (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
8 � (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
9 � (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
10 � (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
11 � (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
12 � (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)

α∗
13 � (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0)

α∗
14 � (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0)

α∗
15 �

`
1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, � 12´

α∗
16 �

`
1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1

2

´

� ��&'"��2� ��� ) �  � 7'"�� .�� � 
 � αi
� ��� , � ��� � � � � 
���" � �# ��4�
 � α∗

i

� ,
SO(32)

: �D9;:�6�#s2-/]/* -�f/?3
E8

α1 � (0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0)

α2 � (0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0)

α3 � (0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0)

α4 � (0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0)

α5 � (0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0)

α6 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1)

α7 �
(

1
2 ,−1

2 ,−1
2 ,−1

2 ,−1
2 ,−1

2 ,−1
2 , 1

2

)

α8 � (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1)

{�`�1$.$(?9X#<1U b(?6u&)#<�DEW�p -�!/?3
E8

α∗
1 � (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
2 � (2, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
3 � (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)

α∗
4 � (4, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0)

α∗
5 � (5, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0)

α∗
6 �

(
7
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2 , 1
2 ,−1

2

)

α∗
7 � (2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

α∗
8 �

(
5
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2

)

� ��&�"��2� � ��) �  � 7'"�� .�� � 
�� αi
� ��� , � ��� � � � � 
���" � �����4 
�� α∗

i

� ,
E8
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��� � � . �<
 ��. � , (��

B−L
� ���  ��� . �<
� ��� � � , 
�4'� �"��� � �#� ���  � ��
��#� &3����� � ��� 
�4'� ��4'�, 
 *��#�*
 ��. � � 5
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d^1s "�����u(?:�:a#<1$.k�4nh&)#P.k���":�6Q(>Vh�D1s3�`�6D6K.�#< b(?�D6U "�$#
9X/W�" w�D9;:a/*2" b(?1p u:�2-/*:g#<2" "��#%�u/?3� "�$#A�-/?Lx7>(?6D6�#%._�W�%�[� �%�*�4�4C
£'¤S¤*£ �D1p "2-/].k`$7%#%.8�D107b�,(?:� -#<2!0kFh�������'9X/].�#<6��,(*�!+g#%#<18�"`�+ 2 #%7< !/?3)(?1,(?6DVk�"���s(?6��-/_�D10/*`�2h:�2-#<J]��/*`$�
&e/*2"�k�>Y�2-#[35�>F > ,B0kY ,4,]Y ,B*�AxF

	 ��� 
 /U<#*-; 
 *���	="�&Q"%/ 	#3 � 	#< �  *-,.&]1 � 
���$#s9X/].�#<6Z���f.�#[=$1$#%.o+UV_�D -�fEp(?`�EK#B#<9B+a#%.�.k�D1�E$Y$�¦F #WF��-���43� l(?1$.tG}�D6��-/*1t6D�D1$#%��> ,B0kY ,4, A

V SO(10),1 =
(

1
3 , −1

2 , −1
2 , 0, 0, 0, 0, 0

) (
1
2 , −1

6 , −1
2 , −1

2 , −1
2 , −1

2 , −1
2 , 1

2

)
,

|\{�FD§>(K~
A3 =

(
−1

2 , −1
2 , 1

6 , 1
6 , 1

6 , 1
6 , 1

6 , 1
6

) (
10
3 , 0, −6, − 7

3 , −4
3 , −5, −3, 3

)
,

|\{�FD§<+�~
A5 =

(
1
4 , −1

4 , −1
4 ,−1

4 , −1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4

) (
1, −1, − 5

2 , −3
2 , −1

2 , −5
2 , −3

2 , 3
2

)
.
|\{�FD§%7S~

���$#s`�1U+�2-/*�K#<1�Ep(?`�EK#sEW2-/*`�:m(M3\ -#<2l7%/*9;:,(*7< "�4=,7>(? "��/*10���
G4D = [SU(3) × SU(2)] × [SO(8) × SU(2)] × U(1)8 .

|\{�F ¡K~
���$#

U(1)
EK#<1$#<2b(? -/*2-�!(?2-#s7b�$/W�-#<1� -/C+a#

t1 = tY =
(
0, 0, 0,− 1

2 ,−1
2 , 1

3 , 1
3 , 1

3

)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

|\{�F ¢W(K~
t2 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

|\{�F ¢?+�~
t3 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

|\{�F ¢*7S~
t4 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

|\{�F ¢*.,~
t5 = (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1) (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

|\{�F ¢*#S~
t6 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

|\{�F ¢M3[~
t7 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

|\{�F ¢?E]~
t8 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0) .

|\{�F ¢?��~
���$#B(?1$/*9O(?6�/*`$�

U(1)
���rEK#<1$#<2b(? -#%.o+pV

tA =
∑

ci ti ,
&r�$#<2-#

ci =

(
0,

7

3
,−1,−5

3
,
1

3
,
2

3
,−2

3
,−2

3

)
.

|\{�F @U~
���$#@�"`�9 /?3A(?1$/*9O(?6�/*`$�!7-�,(?2"EK#%�f���

tr tA =
170

3
> 0 .

|\{)F 0K~
§>¡W¢
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 j�� �������� � � ��� � �	�"�%�G� ����������� � j 
 � �)�"�
���$#s9X/].�#<6u(?6D6�/S&f�f`$�r -/;.�#[=$1$#c(C�"`��D b(?+�6�#

B − L
EK#<1$#<2b(? -/*2>Y

tB−L =

(
−1,−1, 0, 0, 0,

2

3
,
2

3
,
2

3

)
,

(
−1

2
,−1

2
, 0,−1

2
,−1

2
, 0, 0, 0

)
.

|\{�F ?K~
&r�D "�o ^&e/X�D9;:a/*2" b(?1p ':�2-/*:g#<2" "��#%�I|\7[3�F� b(?+�6�#B{)FD§S~E3

•  "�$#t�":a#%7< "2"`�9 �D1$7<6D`$.�#%�; "�$#R3¦(?9;�D6D��#%�;/?3h�U`,(?2"�k�C(?1$. 6�#<:� -/*1$�X:�6D`$�;JK#%7< -/*2"6D�D�K#o#[n�/* "��7%�C&r�D "�
2-#%�-:g#%7< f -/

GSM × U(1)B−L
Y$(?1$.

•  "�$#<2-#B(?2-#c¤?£��"�D1�EW6�#< -�r&r�D "�
B−L

7-�,(?2"EK# ±2
Y�6Q(?+a#<6�#%.�(*�

χi
F

� � ��7 . �#��� � 
 �<
� ��� � ��& ��"

� (3,2;1,1)(1/6,1/3) qi

� (1,1;1,1)(1,1) ēi

� (
3,1;1,1

)
(1/3,−1/3)

d̄i

� (1,2;1,1)(−1/2,−1) `i

� (1,2;1,1)(−1/2,0) φi

�
(
3,1;1,1

)
(1/3,2/3)

δ̄i

�
	 (1,1;1,1)(1/2,∗) s+
i

( � (1,1;1,1)(0,1) n̄i

� (1,1;1,2)(0,1) η̄i

�
	 (1,1;1,2)(0,0) hi

� (1,1;1,2)(1/2,1) x+
i

� (1,1;1,1)(0,±2) χi

� (
3,1;1,1

)
(−1/6,∗)

v̄i

� (1,1;8,1)(0,−1/2) fi

� (1,1;8,1)(0,0) wi

� � �#7 . �+��� � 
��<
� ��� � ��& ��"

�
(
3,1;1,1

)
(−2/3,−1/3)

ūi

� (1,2;1,1)(0,∗) mi

( (3,1;1,1)(−1/3,1/3) di

( (1,2;1,1)(1/2,1)
¯̀
i

� (1,2;1,1)(1/2,0) φ̄i

� (3,1;1,1)(−1/3,−2/3) δi

��	 (1,1;1,1)(−1/2,∗) s−i

(�� (1,1;1,1)(0,−1) ni

� (1,1;1,2)(0,−1) ηi

� (1,2;1,2)(0,0) yi

� (1,1;1,2)(−1/2,−1) x−

i

( � (1,1;1,1)(0,0) s0
i

� (3,1;1,1)(1/6,∗) vi

� (1,1;8,1)(0,1/2) f̄i

� ��&'"�� � ��(�)�� 73�+�:
 . � � � � � � � . � �	� 4'� ( ��� � 
 � �D� � � & � . � � ��� � .
SU(3)×SU(2)×[SO(8)×SU(2)]� . � ��4 � � �  � & � " � ,%���*�
� 4 � 73� . � 4�� . ���2� ���

B−L
� 4�� . ��� ��7'7 �#� . ��� ���'&3��� . �78
�� � - � 
�� 
�4���
 
�4����
 �<
��#�

s±i 9 mi
� ���

vi
4��+*�� � $# � . � � 
 $ / � � 43� . ���#� , ��. � %# � . � � 


i 9 � 4'�� 4 � � �'�!��� 
2�*687'"����5
�"$�
"����
 � � � . 
�4'� .=� ��
����"�� � . � �� *�� �  � ���#�*
� ��� � � � �

	 ��� ����� 	 / 	 �!A �S1�� &0"%/ 	��5"�&0 R � � �21Q"A&��
�)/*1$�"��.�#<2'(cJW(*7<`�`�9 7%/*1k=$EW`�2b(? "��/*10&r�$#<2-#s "�$#h=,#<6�.��

{s̃i} = {χ1, χ2, s
0
3, s

0
5, s

0
8, s

0
9, s

0
12, s

0
15, s

0
16, s

0
22, s

0
24, s

0
35, s

0
41, s

0
43, s

0
46, h2,

h3, h5, h9, h13, h14, h20, h21, h22}
|\{�F ,W~

.�#<JK#<6�/*:H(X1$/*1�N>#<2-/ 687 6 &r���D6�#B "�$#C#[nk:g#%7< b(? "��/*18JW(?6D`$#%�'/?3)(?6D6�/* "�$#<2!=,#<6�.��!J*(?1����"�wF!���$#c#<9X#<2"EW�D1�E
#��Z#%7< "�DJK#s "�$#%/*2"Vj�,(*�r "�$#h35/*6D6�/>&r�D1�EX:�2-/*:a#<2" "��#%�13
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§WFr "�$#@`�1p+�2-/*�K#<1�Ep(?`�EK#B�"VU9;9X#< "2"��#%�!(?2-#

GSM × Ghidden
&r�D "�

Ghidden = SO(8) .
|\{�F *K~

¡kFf�-�D1$7%#
B−L

���r+�2-/*�K#<1o+pVj ^&e/X`�1��D -�SYk "�$#<2-#s���l(?1�#��Z#%7< "�DJK#s9O(? " -#<2f:,(?2"�D ^Vmy M
2

F
¢kFr "�$#!Fl�DEWEK�r9O(*�b�r -#<2"9X�'(?2-#

φ̄i (Mφ̄φ)ij φj
&r�$#<2-# Mφ̄φ =




s̃4 0 0 s̃

s̃ s̃3 s̃3 s̃6

s̃5 0 0 s̃3

s̃ 0 0 s̃3


 .

|\{�F ¨K~

���$#@`�:kL¦ xV]:g# F'�DEWEK�
hu

���l(c6D�D1$#>(?2l7%/*9I+��D1,(? "��/*10/?3
φ̄1
Y
φ̄3
(?1$.

φ̄4
Y

hu ∼ s̃2φ̄1 + φ̄3 + s̃4 φ̄4 ,
|\{�FD§>©K~

&r���D6�#@ "�$#@.�/>&r1kL¦ ^VU:a#!F'�DEWEK�r���f7%/*9;:a/W�-#%.o/*`� f/?3
φ2
(?1$.

φ3
Y

hd ∼ φ2 + φ3 .
|\{�FD§W§S~

���$#@J*(*7<`�`�9 7%/*1k=$EW`�2b(? "��/*1m���r�"`$7-�t "�,(? f "�$#
µ
Tp -#<2"9oY�+a#<�D1�EX.�#[=$1$#%.o(*�r "�$#s�"9O(?6D6�#%�- f#<�DEK#<1kL

JW(?6D`$#@/?3 Mφ̄φ

Y
µ =

∂2W

∂hd ∂hu

∣∣∣∣
hu=hd=0

|\{�FD§>¡K~
JW(?1����"�$#%�r`�:� -/;/*2-.�#<2

s̃6 Y$(? r&r����7b��&)#s&e/*2"�aF
@$Fr&)#s7-�$#%7b�_ "�,(? r�"&r�D -7b���D1�EX/*1 {s̃i}

TK=,#<6�.��f(?6D6�/>&f�r`$�) -/C7>(?1$7%#<6Z "�$#h{idA -#<2"9 &r�D "�$/*`� r�D1$.k`$7<�D1�E
D
L¦ -#<2"9X�I|\7[3"F��-#%7< "��/*1�{�F ¢K~[F

0kFl(?6D6u#[nk/* "��7%�f.�#%7%/*`�:�6�#R|\7[3�F��b#%7< "��/*1�{�F 0K~[F
?kFr1$#<`� "2"�D1$/O9O(*�-�-#%�l(?2-#s�-`�:�:�2-#%�-�-#%.tJ]�Q(c "�$#@�-#%#%�b(>&�9X#%7-�,(?1����-9 |\7[3"F��-#%7< "��/*1�{�F ?K~[F
���$#<2-#[35/*2-#WYk&e#!�,(%JK#h/*+� b(?�D1$#%.t(c�"`�:a#<2-�"VU9;9X#< "2"��7'JW(*7<`�`�9�&r�D "�j "�$#':�2-#%7<���-#!9O(? " -#<2r7%/*1p -#<1p f/?3

 "�$#C£'¤S¤*£ (?1$.
R
Tp:,(?2"�D ^VKF

���$#s`�:]T F'�DEWEK� .A`��W(%&�(X7%/*`�:�6D�D1�EK�'.�#%7%/*9;:g/W�-#@�D1p -/

WYukawa ⊃
4∑

k=1

(Yu)
(k)
ij qi ūj φ̄k ,

|\{�FD§>¢K~

&r�$#<2-#

Y (1)
u =




0 0 s̃6

0 0 s̃6

s̃3 s̃3 1


 , Y

(2)
u =




0 0 0

0 0 0

0 0 s̃6


 ,

|\{�FD§ @p(K~

Y (3)
u =




0 0 0

0 0 0

0 0 s̃6


 , Y

(4)
u =




0 0 0

0 0 0

0 0 s̃6


 .
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���U`$�>Y� "�$#s:��UV]�"��7>(?6

3 × 3
`�:]T Fl�DEWEK� .A`��*(>&)(;9O(? "2"�4nt���

Yu ∼ s̃2 Y (1)
u + Y (3)

u + s̃4 Y (4)
u =




0 0 s̃8

0 0 s̃8

s̃5 s̃5 s̃2


 .

|\{�FD§10K~

GH#I=$1$.0 "�,(? s(? s/*2-.�#<2@�"�4nm�D1H¤*£«�"�D1�EW6�#< !=,#<6�.��>Y
Yu

.�/U#%�!1$/* h�,(%JK#C9O(Mnk�D9O(?6
2b(?1��gYg&r����7b�9X#>(?1$�
 "�,(? s "�$#C`�:]TU�U`,(?2"�����h9O(*�-�"6�#%�b�@(? ! "�����@6�#<JK#<6¦F�F!/>&)#<JK#<2>Yu(? @/*2-.�#<2@�-#<JK#<18�D1�¤?£ �"�D1�EW6�#< -�

Yd
 b(?�K#%�

 "�$#h35/*2"9

Yu ∼ s̃2 Y (1)
u + Y (3)

u + s̃4 Y (4)
u =




s̃7 s̃7 s̃8

s̃7 s̃7 s̃8

s̃5 s̃5 s̃2


 ,

|\{�FD§1?K~

:�2-/>J]��.k�D1�EO "�$#<1�9O(*�-�-#%��35/*2l(?6D6Z`�:]Tp xV]:g#B�p`,(?2"�k�>F
���$#@.�/S&r1]T Fl�DEWEK� .A`��W(%&)(O7%/*`�:�6D�D1�EK�l.�#%7%/*9;:a/W�-#s�D1U -/

WYukawa ⊃
4∑

k=1

(Yd)
(k)
ij qi d̄j φk ,

|\{�FD§ ,W~

&r�$#<2-#

Y
(1)
d =




s̃4 s̃4 s̃5 s̃5

s̃4 s̃4 s̃5 s̃5

s̃5 s̃5 s̃6 s̃6


 , Y

(2)
d =




1 s̃4 0 0

s̃4 1 0 0

s̃ s̃ 0 0


 ,

|\{�FD§1*W(K~

Y
(3)
d =




1 s̃4 0 0

s̃4 1 0 0

s̃ s̃ 0 0


 , Y

(4)
d = 0 .

���$#I:��pVk�"��7>(?6
3 × 3

.�/>&r1]T F'�DEWEK�.A`��*(>&)(_9O(? "2"�4nm#<9X#<2"EK#%�!+pVo�D1U -#<EW2b(? "�D1�Eo/*`� h(X:,(?�D2!/?3AJK#%7[L
 -/*2"6D�D�K#

d− (?1$.
d̄
TU�U`,(?2"�]�SY

Yd =




1 s̃3 0

1 s̃3 0

s̃ s̃4 0


 .

|\{�FD§>¨K~

GH#r=$1$.O "�,(? )(? P/*2-.�#<2"?s�D1R¤*£ �"�D1�EW6�#< A=,#<6�.��SY
Yd
.�/]#%�A1$/* P�,(>JK#f9O(Mnk�D9O(?6,2b(?1��aYp&r����7b�O9X#>(?1$�e "�,(? 

 "�$#B.�/S&r1]TU�p`,(?2"�����f9O(*�-�"6�#%�b�'(? l "�����l6�#<JK#<6¦F F'/S&e#<JK#<2>YZ(? '/*2-.�#<2!#<�DEW�p !�D18¤*£ �"�D1�EW6�#< -�
Yd
 b(?�K#%�l "�$#

35/*2"9

Yd =




1 s̃3 0

1 s̃3 s̃8

s̃ s̃4 s̃8


 .

|\{�F ¡W©K~

:�2-/>J]��.k�D1�EO "�$#<1�9O(*�-�-#%��35/*2l(?6D6w.�/>&r1]Tp ^VU:a#B�U`,(?2"�]�SF
���$#@7b�,(?2"EK#%.o6�#<:� -/*1�.A`��W(%&�(X7%/*`�:�6D�D1�EK�'.�#%7%/*9;:g/W�-#@�D1p -/

WYukawa ⊃
4∑

k=1

(Ye)
(k)
ij `i ēj φk ,

|\{�F ¡k§S~
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 ��j � � �9� �

&r�$#<2-#

Y (1)
e =




s̃4 s̃4 s̃5

s̃4 s̃4 s̃5

0 0 0

0 0 0


 , Y

(2)
e =




1 s̃4 s̃

s̃4 1 s̃

0 0 s̃6

0 0 s̃6


 ,

|\{�F ¡W¡W(K~

Y (3)
e =




1 s̃4 s̃

s̃4 1 s̃

0 0 s̃6

0 0 s̃6


 , Y

(4)
e =




0 0 s̃5

0 0 s̃5

0 0 s̃6

0 0 s̃6


 .

���$#s:��UV]�"��7>(?6
3 × 3

9O(? "2"�4nt#<9X#<2"EK#%�l+pVR�D1p -#<EW2b(? "�D1�Ej/*`� '(c:,(?�D2l/?3�JK#%7< -/*2"6D�D�K#
`− (?1$. ¯̀− 6�#<:� -/*1$�>Y

Ye =




1 1 s̃

s̃ s̃ s̃2

0 0 s̃6


 .
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�'1$#c7>(?10&r2"�D -#c.�/>&r18Ep(?`�EK#c�D1pJW(?2"�Q(?1p s9X/*1$/*9;�Q(?6��h&r����7b�7>(?2"2"Vo1$#< '1$#<Ep(? "�DJK#;(?1$/*9O(?6�/*`$�s7b�,(?2"EK#WF
q'1o#[n�(?9;:�6�#h35/*2f�"`$7b�m(C9X/*1$/*9;�Q(?6w�D1UJK/*6DJU�D1�Ej(?6D6

s̃i
���

I(s̃i) = χ1 χ2

(
s0
3

)3




s0
5

s0
9

s0
12

s0
16




3

(
s0
8

s0
15

) (
s0
22

s0
24

) (
s0
35

)2 (
s0
41

)3 (
s0
43

)4 (
s0
46

)3

× h4
2 h3 h5

5 h2
9 h2

13 h2
14 h20 h3

21 h6
22 .

|\{�F ¡=@U~

F!#<2-#WYAEp(?`�EK#j#%�p`��DJW(?6�#<1p _#[n]:�2-#%�-�-��/*1$�C(?2-#o(?2"2b(?1�EK#%. JK#<2" "��7>(?6D6DVKY)#WF E$F
s0
22

(?1$.
s0
24

7>(?2"2"V� "�$#t�b(?9X#
7-�,(?2"EK#%�c|\7[3�F$ b(?+�6�#@{�F ¡K~[F
���$#s9X/*1$/*9;�Q(?6u7>(?2"2"��#%�!(?1$/*9O(?6�/*`$�l7-�,(?2"EK# ∑

i q
A
i = −52/3

F

	 ���
F �

	 ; �2&�	=*-303
C
2-/SJU��.�#%.� "�$#@�"`�:a#<2":g/* -#<1U "�Q(?6u(? l/*2-.�#<2l�"�4n

W = s0
32h5(s

0
5h1 + s0

12h2) + (s0
15h15 + s0

8h13)(s
0
42 + s0

43)(h23 + h25)

+ (s0
22h14 + s0

24h16)(s
0
42 + s0

43)(h18 + h20)
|\{�F ¡40K~

+ h22(s
0
5h3 + s0

12h4)
(
s0
41(s

0
26 + s0

28) + s0
32(s

0
42 + s0

43) + s0
35(s

0
45 + s0

46)
)
9
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F
Tp -#<2"9X�'/?3i "�����r9X/].�#<6u(?2-#

Fs0
5

= h1h5s
0
32 + h22h3((s

0
26 + s0

28)s
0
41 + s0

32(s
0
42 + s0

43) + s0
35(s

0
45 + s0

46)) , � � �,� � �
Fs0

8
= h13(h23 + h25)(s

0
42 + s0

43) ,

Fs0
12

= h2h5s
0
32 ,

Fs0
15

= h15(h23 + h25)(s
0
42 + s0

43) ,

Fs0
22

= h14(h18 + h20)(s
0
42 + s0

43) ,

Fs0
24

= h16(h18 + h20)(s
0
42 + s0

43) ,

Fs0
26

= h22h3s
0
41s

0
5 ,

Fs0
28

= h22h3s
0
41s

0
5 ,

Fs0
32

= (h22h3(s
0
42 + s0

43)s
0
5 + h5(h2s

0
12 + h1s

0
5)) ,

Fs0
35

= h22h3(s
0
45 + s0

46)s
0
5 ,

Fs0
41

= h22h3(s
0
26 + s0

28)s
0
5 ,

Fs0
42

= (h18 + h20)(h14s
0
22 + h16s

0
24) + h22h3s

0
32s

0
5 + (h23 + h25)(h15s

0
15 + h13s

0
8) ,

Fs0
43

= (h18 + h20)(h14s
0
22 + h16s

0
24) + h22h3s

0
32s

0
5 + (h23 + h25)(h15s

0
15 + h13s

0
8) ,

Fs0
45

= h22h3s
0
35s

0
5 ,

Fs0
46

= h22h3s
0
35s

0
5 ,

Fh1 = h5s
0
32s

0
5 ,

Fh2 = h5s
0
12s

0
32 ,

Fh3 = h22((s
0
26 + s0

28)s
0
41 + s0

32(s
0
42 + s0

43) + s0
35(s

0
45 + s0

46))s
0
5 ,

Fh5 = s0
32(h2s

0
12 + h1s

0
5) ,

Fh13 = (h23 + h25)(s
0
42 + s0

43)s
0
8 ,

Fh14 = (h18 + h20)s
0
22(s

0
42 + s0

43) ,

Fh15 = (h23 + h25)s
0
15(s

0
42 + s0

43) ,

Fh16 = (h18 + h20)s
0
24(s

0
42 + s0

43) ,

Fh18 = (h14s
0
22 + h16s

0
24)(s

0
42 + s0

43) ,

Fh20 = (h14s
0
22 + h16s

0
24)(s

0
42 + s0

43) ,

Fh22 = h3((s
0
26 + s0

28)s
0
41 + s0

32(s
0
42 + s0

43) + s0
35(s

0
45 + s0

46))s
0
5 ,

Fh23 = (s0
42 + s0

43)(h15s
0
15 + h13s

0
8) ,

Fh25 = (s0
42 + s0

43)(h15s
0
15 + h13s

0
8) .
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F
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4

3
4
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2
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6
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3

− 1
6
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3
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2
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(1, 2,1,1) 0 5
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4
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4
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4

1
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3
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− 5
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− 13
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6

− 1
3

−1 − 1
6

− 1
3

− 1
2
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x−
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1
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5
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1
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1
6
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6

− 1
3
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2
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3
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2
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3
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6
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